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RECUEIL 

DE 

PROBLÈMES DE MATHÉMATIQUES 

CLASSÉS PAR DIVISIONS SCIENTIFIQUES 

CONTENANT 

LES ÉNONCÉS, AVEC RENVOI AUX SOLUTIONS, DE TOUS LES PROBLÈMES POSÉS 
DEPUIS l'origine dans DIVERS JOURNAUX ; 

Nouvelles Annales de Mathématiques, 

Journal de Mathématiques élémentaires et de Mathématiques spéciales, 

Mathesis, Nouvelle Correspondance mathématique. 
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DIVISION DE L'OUVRAGE. 



A l'usage des classes de Mathématiques élémentaires. 

I. — Arithmétique. — Algèbre élémentaire. — Trigonométrie. 

il. — Géométrie à deux dimensions. — Géométrie à trois dimensions. — 
Géométrie descriptive. 



A l'usage des classes de Mathématiques spéciales. 

III. — Algèbre. — Théorie des nombres. — Probabilités. — Géométrie de 

situation. 

IV. — Géométrie analytique à deux dimensions ( et Géométrie supérieure ). 

V. — Géométrie analytique à trois dimensions (et Géométrie supérieure). 

VI. — Géométrie du triangle. 



A l'usage des candidats à la Licence. 

VIL — Calcul inûnitésimal et Calcul des fonctions. — Mécanique. — Astro- 
nomie. 
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RECUEIL DE PROBLÈMES DE MATHÉMATIQUES. 
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AVERTISSEMENT. 



Les Questions dont on trouvera les énoncés dans cet Ou- 
vrage sont extraites des principaux recueils mathématiques 
périodiques publiés en langue française depuis la création 
des Nouvelles Annales de Mathématiques^ c'est-à-dire 
depuis 1842. Je n'ai eu d'autre mérite que d'en faire une 
classification, mais je crois par ce travail de patience avoir 
rendu un service réel aux professeurs et aux élèves. Ces pro- 
blèmesreprésentent en quelque sorte le résumé des travaux 
mathématiques d'un demi-siècle. Presque tous intéressants, 
quelques-uns sont dus à des Géomètres illustres, et méritent 
d'attirer l'attention, non seulement en ce qui concerne l'en- 
seignement, mais aussi en ce qui concerne la science pure. 
Et cependant, épars dans des collections dont quelques-unes 
sont rares aujourd'hui, ils étaient devenus presque introu- 
vables, surtout pour les élèves. 

Autant que possible, j'ai cité les noms des auteurs des 
questions, et aussi le recueil auquel chacune d'elles est em- 
pruntée. En outre, j'ai indiqué les solutions publiées par un 
système de renvois abréviatifs, afin de permettre, en cher- 
chant dans les collections des bibliothèques, de retrouver 
une solution qu'on désirerait étudier. On verra ci-dessous 
l'explication de ces renvois. 

Lorsque plusieurs solutions ont été publiées et qu'elles 
sont également bonnes, le nom indiqué est généralement 
celui de l'auteur de la première solution. 

Quand une question a été généralisée, l'énoncé qu'on trou- 
vera est habituellement celui qui résulte de la généralisation. 
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VI AVERTISSEMENT. 

Quelquefois une note indiquera simplement que la ques- 
tion a été généralisée. 

Malgré tout le soin et l'attention que j'ai mis à contrôler 
et à vérifier la correspondance entre les énoncés et les solu- 
tions, quelques erreurs ou quelques doubles emplois ont pu 
néanmoins subsister. Je m'en excuse d'avance et j'accueil- 
lerai avec reconnaissance les rectifications qui me seraient 
adressées à ce sujet. 

Les questions dépourvues d'indications de solutions n'ont 
pas été résolues, ou dir moins je n'en ai pas trouvé de solu- 
tions dans les différents recueils où j'ai fait d'attentives 
recherches. Parmi ces Exercices, il en est un certain nombre 
dont la difficulté semble expliquer l'absence de solution; 
nous en avons fait précéder l'énoncé d'un astérisque. Nous 
avons également marqué d'un astérisque les questions non 
résolues qui, sans être très difficiles, paraissent présenter un 
intérêt particulier et méritent de nouvelles recherches. 

Je liens à remercier publiquement ici mon excellent ami, 
le Commandant Brocard, pour ses conseils précieux et son 
concours personnel, en vue de la publication de ce Recueil. 

C.-A. Laisanï. 

Nota. — Pour toutes les questions non résolues, je recevrai les 
solutions que les lecteurs croiraient devoir m'adresser (à la librairie 
Gauthier-Villars et fils, 55, quai des Grands-Augustins, à Paris), et 
je me ferai un plaisir de les transmettre aux divers journaux pouvant 
les insérer. 

Les solutions des questions provenant du Journal de Mathéma- 
tiques élémentaires et spéciales prendront naturellement place 
dans le Journal de Mathématiques élémentaires ou le Journal 
de Mathématiques spéciales, suivant leur nature. Celles provenant 
de la Nouvelle Correspondance mathématique seront accueillies 
par la rédaction de Mathesis, 
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ABRÉVIATIONS ET RENVOIS. 



N. A. — Nouvelles Annales de Mathématiques (depuis i84a, fon- 
dation). 

N. G. — Nouvelle Correspondance mathématique de M. Catalan. 
(Collection complète en, 6 volumes; 1875-80.) 

J. M. — Journal de Mathématiques élémentaires et spéciales de 
Bourget. (Collection complète en 5 volumes: 1 877-1 881.) 

J. E. — Journal de Mathématiques élémentaires de M. de Long- 
champs (depuis 1882, continuation du J. M.). 

J. S. — Journal de Mathématiques spéciales de M. de Long- 
champs (depuis 1882, continuation du J. M.). 

M. — Mathesis (depuis 1881, fondation) (*). 

L'indication qui suit immédiatement un énoncé comprend le nom 
de l'auteur en petites capitales, le titre du Recueil auquel l'énoncé 
est emprunté, et le numéro de cette question dans le Recueil. Par 
exemple, 

(Chasles, n. a., 83) 

signifie que la question a été posée par Chasles et qu'elle occupe le 
n° 83 dans les Nouvelles Annales, S'il n'y a pas de nom d'auteur, 
c'est que celui-ci est resté inconnu, ou que les rédacteurs en ont pris 
le patronage. L'indication des solutions se trouve au-dessous de 
l'énoncé et vers la gauche; elle comprend le nom de l'auteur (ou 
des auteurs) d'une au moins des solutions, en italiqueSj le millésime 
(réduit aux deux derniers chiffres) de l'année de la publication du 

(*) En fait, le journal Mathesis^ dirigé par MM. Mansion et Neuberg, a 
recueilli et continué la tradition scientifique de la N. C. 
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Vlll ABREVIATIONS ET RENVOIS. 

tome, en caractères gras, et le numéro de la page où Ton peut 
retrouver la solution. Par exemple, l'indication 

{Jamet, 78, 296), 

au-dessous d'une question extraite de la Nouvelle Correspondance 
mathématique y signifie que la solution en a été publiée par M. Jamet 
dans l'année 1878 du même Recueil, à la page 296. 

S'il arrive exceptionnellement qu'une question extraite d'un Re- 
cueil ait été résolue dans un autre, l'indication le fera également 
connaître. Ainsi 

{Brocardy M., 82, 248) 

au-dessous d'une question extraite de la Nouvelle Correspondance 
mathématique^ signifie que la solution en a été publiée par M. Bro- 
card dans Mathesis, année 1882, page 248. 

Si plusieurs solutions ont été publiées, les renvois le feront con- 
naître; mais on n'indiquera généralement que les noms d'un ou de 
deux auteurs des solutions. 
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OBSERVAnON SPÉCIALE AU PRÉSENT VOLUME. 



On s'étonnera peut-être du nombre relativement faible des 
énoncés contenus dans ce Volume. Par la nature même des 
choses, la Géométrie analytique à trois dimensions, res- 
treinte aux proportions habituelles de l'enseignement, pré- 
sente une moins grande variété de questions que la Géomé- 
trie à deux dimensions. D'un autre côté, les compositions 
écrites d'admission à l'École Polytechnique, depuis un grand 
nombre d'années, ont porté exclusivement sur des sujets 
empruntés à la Géométrie à deux dimensions. Il n'est donc 
pas surprenant que, dans les Recueils périodiques, ce soit 
cette dernière qui ait pris la place la plus importante. 

Il n'en est pas moins intéressant d'avoir un Recueil de pro- 
blèmes, même en nombre un peu restreint, sur la Géométrie 
analytique de l'espace. O^ pourra se convaincre, par la seule 
lecture de la Table des matières, que ceux-ci présentent une 
grande variété et s'appliquent à toutes les théories essen- 
tielles traitées dans les cours de Mathématiques spéciales. 
Quelques-uns en dépassent peut-être même un peu les 
limites; mais, par le caractère des énoncés, ils ne pouvaient 
guère prendre place dans une autre catégorie; au besoin, le 
lecteur qui voudrait rigoureusement se borner aux Mathéma- 
tiques spéciales pourra ne pas s'j arrêter. 

La classification ne motive aucune observation particulière. 
Nous rappellerons seulement qu'elle a été établie en vue de 
rendre les recherches aussi rapides que possible, et qu'il n'y 
faut pas chercher un ordre scientifique, à proprement parler. 



Digitized by 



Google 



yi OBSERVATION SPÉCIALE AU PRÉSENT VOLUME. 

Chacune des sous-divisions contenues dans ce Recueil ne 
comprend qu'un nombre restreint d'énoncés, condition essen- 
tielle pour faciliter l'usage de cette collection d'exercices, et 
pour donner à l'ensemble la plus grande clarté» 



Nota. — Les énoncés que contient ce Volume ont été relevés jus- 
qu'au mois de Juin 1892 inclusivement, dans les divers Recueils 
périodiques. 
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RECUEIL DE PROBLÈMES DE MATHÉMATIQUES. 



^ ^ 



GEOMETRIE ANALÏTIQUE 

A TROIS DIMENSIONS 

(ET GÉOMÉTRIE SUPÉRIEURE). 
PREMIÈRE PARTIE. 



FIGURES RECTILI6NES OU SPHÉRIQUES. 



FIGURES RECTILIGNES. 



Points, droites et plans. 

1. Quel est le plus court chemin d'un point à un autre, en 
passant par deux droites situées dans Tespace? (N. A., i7.) 

{MerlieuXj 42, 1^0.) 

2. Soient, dans un même plan, 

A, B, C trois points situés sur la droite X, 
A', B', G trois points situés sur la droite X', 
A^', B'', Ca" trois points situés sur la droite X.". 

V. — G. an. 3 dim. i 
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2 l'REMlÈRE PARTI l<:. — FIGURES RECTILIGNES OU SPHÉRIQUES. 

Formons un système de neuf droites 

i A'A^ B'B^ C'C\ 

(1) A-'A, B'B, G"C, 
( AA', BB', ce, 

où AA' est la droite qui passe par les points A et A', et ainsi des 
autres. 

Formons encore un système de neuf points 

/ B'B".G'G", G'G^A'A^ 

(2) I B"B.G'G, G"G.A''A, 
( BB'. GG', GG'.AA', 

A'A^B'B^ 
A'A.B'^B, 
AA'.BB, 

où B'B''.C'C" est le point d'intersection des droites B'B'' et 
C'C", .... 

Si les points de Tune quelconque des colonnes verticales sont 
en ligne droite, les points des deux autres lignes verticales sont 
aussi en ligne droite ; les trois droites se rencontrent en un même 
point, et les trois droites X', X'', X'^ se rencontrent aussi en un 
même point. La réciproque a lieu. 

Soient, dans un même plan, 

A, B, G trois droites concourant au point X, 
A', B', C trois droites concourant au point X', 
A'', B'', C trois droites concourant au point X". 

Formons un système de neuf points, tableau (i), où A' A'' est 
maintenant le point d'intersection des droites A' et A", et ainsi 
des autres. 

Formons encore un système de neuf droites, tableau (2), où 
B'B'', ce est maintenant la droite qui passe par les points B'B" 

et C'C", Si les droites de l'une quelconque des colonnes 

verticales concourent en un même point, il en sera de même des 
di'oites des deux autres colonnes verticales; les trois points de 
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FIGURES RECTILIGNES. 3 

concours sont sur une même droite, et les trois points, X, X', 
X" sont aussi sur une même droite. La réciproque a lieu, 

Donner une démonstration géométrique sans figures ou une 
démonstration algébrique sans calculs. (Gayley, N. A., 254-.) 

{Claude j 52, 274.) 

3. n plans sont donnés; par un point fixe G, on mène un plan 
mobile formant avec le premier plan un angle aj ; avec le second 
un angle ag, ... ; avec le /lïème pj^n ^^ angle a„. On a la relation 

ai cosai-f- a2Cosa2-f ...-+- a,tCOsa„ = const., 

où «1, a^y ..., a^ sont n quantités données. Le plan mobile 
engendre un cône droit. A chaque valeur de la constante corres- 
pond un autre cône. Tous ces cônes ont même axe. Lorsque le 
cône se réduit à son axe, la somme Sja^ cosa^ est un minimum; 
et lorsque le cône devient un plan, cette somme est un maxi- 
mum, (Steiner, n. a., 274.) 

(Sacchi, 53, 462.) 

k-. Par un point donné dans un plan, mener dans l'espace trois 
droites rectangulaires, de telle sorte qu'en prenant sur ces 
droites, à partir du point donné, des longueurs égales, les pro- 
jections de ces longueurs sur le plan soient dans des rapports 
donnés. 

Ges axes, ainsi déterminés, tournant autour d'une droite fixe 
passant par le point donné, trouver les projections de ces axes 
après une rotation donnée. (N. A., 281.) 

(Combescure, 61, 92.) 

*5. Soient donnés : 1° sept points sur une droite A; 2° sept 
plans dans l'espace. Mener une transversale qui rencontre les 
sept plans en sept points qui soient homographiques aux sept 
points de la droite A. (Ghasles, N. A., 305.) 

6. Soient donnés un angle tinèdre trirectangle de sommet S 
et un point quelconque O par lequel on mène un plan P coupant 
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4 PREMlfellB PARTIE. — FIGURES RECTILI6NES OU SPHÉRIQUES. 

les faces de l'angle suivant ABC; trois parallèles aux côtés du 
triangle et passant par le point O partagent ce triangle en trois 
parallélogrammes et trois triangles; /?, /?', p^ étant les aires des 
parallélogrammes, on a 



i 



f 



/?-^sin«(SA, P) ^'isin2(SB, P) 

■^y*sin«(SG, P) ~\p'^'p' '^ p") sin2(S0, P)' 

(SA, P) est l'angle de la droite SA et du plan P, p est Faire du 

parallélogramme ayant Tun de ses sommets en A; de même/?' a 

un sommet en B et/?" en C, 

Lorsque le point O est extérieur au triangle ABC, il y a un 

changement de signes à faire dans le second membre. 

(Mannheim, N. a., 380.) 
{Crenionaj 64, 127.) 

7. Soient a, p, y les angles qu'une droite L fait avec ses pro- 
jections sur trois plans rectangulaires; A la distance de l'origine 
à la droite; a, b, c les distances de cette même origine aux pro- 
jections de la droite L sur les trois plans coordonnés : on aura 

A« = a^cos^a-h 6*cos*p-H-c*cos«Y. (Lohatto, N. A., 690.) 
{Lhopitaly 64, 386.) 

8. En désignant par ^„ y^j ^r l^s coordonnées d'un point «r,., 
on a, pour un point quelconque O, 

Oai a?! 7i Zi 



2 

Oaa ^3 J3 ^3 I 
-2 



= const. 



OUi Xs, v^ z,, 

2 

0^5 Xi 75 Zi 1 

Lorsque les points Or sont sur une sphère, on sait que ce 
déterminant est nul. (Faure, N. A., 711.) 

{Audoynaudj 65, 78.) 
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FIGURES RKCTILIGNES. . 5 

9. On donne cinq droites arbitraires; on prend un groupe de 
quatre de ces droites et l'on construit le couple des deux droites 
qui les rencontrent. D'un point quelconque de l'espace on mène 
la droite qui rencontre les deux droites de ce couple. 

On pourra ainsi mener de ce point cinq droites, puisqu'il y a 
autant de couples de deux droites qu'il est possible de former 
de groupes de quatre droites avec les cinq droites données. 
Démontrer que les cinq droites ainsi déterminées sont dans un 
même plan. (Mànnheisi^ N. A., 806.) 

{Ed. Weyr, 70, 3240 

10. Démon tr.er directement la propriété corrélative de celle 

qui est exprimée dans la question précédente. 

(Mannheim, N. a., 807.) 
{Ed, TVeyr, 70, 325.) 

11. Démontrer que la distance 8 d'un point {x, y, z) k une 

droite — = — =. - est donnée, dans un système de coordonnées 
abc 

obliques quelconque, par la formule 

psgî = {bz — cyY sm^ y z -\- {c X — azyûn'^zx-k-{ay — bxysm'^xy 
4- 7.{bz — cy)(cx — az)(cosyz coszx — cosxy) 
-+- i(cx — az){ay — bx){coszx cosxy — cosyz) 
H- i(ay — bx){bz — cy){cosxy cosyz — coszx)^ 

en posant 

pî = a2 _|_ ^ï _|. c2-f- 26c cosyz -\- laccosxz-h lab cosxy. 

(HousEL, N. A., 855.) 
{Launoy, 74, 240.) 

12. Si l'on fait sur un plan B la perspective d'une figure tracée 
sur un plan A, il y a sur ces deux plans deux points correspon- 
dants b et a, tels que tout segment de la figure B est vu du 
point b sous le même angle que le segment correspondant de la 
figure A du point a. (Transon, N. A., 930.) 

(Cahen, 69, 426.) 
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6 PRE^IltRE PARTIE. — FIGURES RECTILIGNES OU SPHÉRIQUES. 

13. On donne quatre points a, b, c, d dans un plan, et deux 
points p, p', non situés dans ce plan. 

Les droites d'intersection de deux couples de plans (pab), 
(p'cd) et (pcd)y (p'ab) sont dans un même plan (P); on peut 
obtenir six plans analogues en combinant de toutes les manières 
possibles les points a, b, c, d\ ces six plans se coupent suivant 
une même droite (D) qui rencontre pp'. (Genty, N. A., 1275.) 

{Genèse, 81, 175.) 

14. Soient OA = OB 1= OC trois longueurs égales portées sur 
trois axes rectangulaires; Ai, B,, Ci les projections orthogonales 
des points A, B, C sur un plan quelconque passant par le point O. 

Si l'on pose 

0A, = «, OBi^ô, OG|=c, 



on aura 



B,OG;=a, C,OAi=?, AiOB, = y, 
a^ 62 c2 



sinacosa sinjicosji siiiycosY 



= /2; 



AAi = s/ — cosa cosS cosy, 

cosa ^ ' 

BBi = pr J — cosa cosficosY, 

cosp 



GGi = s/ — cos a cos Ô cos 7 ; 

COSY 



OA = OB = OC = / y/sinasinflsinY. 
Discuter les formules. (Genty, N. A., 1368.) 
{Pisanij 82, 371.) 

15. Considérons n points A,, . . ., A,., . . ., A,, . . ., A,j(/i >>4 )> 
situés d'une manière quelconque dans l'espace : soit ars la dis- 
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FIGURES RECTILIGNES. 



tance de deux de ces points A,., A^. Les distances a^s 

satisfont à la relation 



{^Even, 77, 91.) 



l I 

1 o af.2 






(Trzaska, N. g., 201.) 



16. Connaissant les angles a, p, a', p' des traces de deux plans 
avec la ligne de terre, calculer l'angle x de ces plans. 

(BouTiN, J. s., 201.) 

Polyèdres. 

17. Soient donnés un tétraèdre quelconque ahcd et dans son 
intérieur un point o, tel que les droites oa, oè, oc déterminent 
un angle trirectangle; je prolonge les droites oa, oh^ oc, 0(i jus- 
qu'en a', b'y c', d'y où elles coupent les faces opposées aux 
points a, bj c, d. On a 



\oa oa j \ob 



(65, 76.) 



I 



h 

oc oc 



c' / \ od od' I 

(Mannoeim, n. a., 398.) 



*18. Les données restant les mêmes que dans l'énoncé précé- 
dent, je mène par le point o des plans parallèles aux faces du 
tétraèdre; ces plans déterminent dans chaque angle trièdre des 
parallélépipèdes dont je désigne les volumes par P«, P^, P^, Va- 
On a 
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8 PREMIÈRE PARTIE. — FIGURES RECTILIGNES OU SPHÊRIQUES. 

*t9. Soient donnés un point ayant pour coordonnées ^» ■^» ^ 
(axes quelconques a?, /, z) et trois plans 



Ax 

u 


-+- 


u 


-H 


Cz 
u 


-f- 


D 


= 0, 


A'x 
u 


-+- 


U 


-h 


u 


-+- 


D' 


= 0, 


A'x 
u 


-h 


u 


-h 


(7z 
u 


-h 


D' 


= 0. 



et M sont des quantités quelconques. Menant par le point trois 
plans respectivement parallèles aux trois plans, on forme un 
parallélépipède dont on demande de trouver les arêtes en fonc- 



a p_Y 



tion de g, |, | et u. (N. A., 604..) 



20. Deux tétraèdres abcd^ a' b' c' d' étant donnés, désignons 
par a^, ttg, ag, d,^ les volumes des tétraèdres que l'on obtient en 
joignant le sommet a aux sommets a', b', c\ d' \ par Pi, Pa^ Ps» 
P4 les volumes des tétraèdres que Ton obtient en joignant le 
sommet b aux sommets a\ b\ c\ d\ ...; on aura la relation 



«1 a^ as «4 

pi h h P* 

Ti Tî T3 T4 

81 §2 83 84 



= abcd X a'b'c'd' 



(Godart, 64, 822.) 



(Faure, N. a., 669.) 



21. On donne un tétraèdre Ai Aj A3 A4 et un point O. Désignant 
par Vj le volume OA2 A3 A4, par Vj le volume OA^ A3 A4, . . . , on 
aura la relation 

2 0A/.Vf + 2SÔÂ7.ÔÂ7cosAîOA3.V2V3 = o. 

Les volumes V^, Vj, Vg, V4 doivent être affectés d'un signe 
tel, que leur somme soit égale au volume du tétraèdre donné. 

(Faure, N. A., 990.) 
(Padova, d'Ovidio, 72, 86, i83.) 
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FIGURES SPHÉRIQUES. 9 

*22. Le volume du tétraèdre AiBiGiDi, qui a pour sommets 
les pieds des hauteurs d'un tétraèdre donné ABCD, a pour 
expression 



Vx 



en appelant V le volume du tétraèdre donné et a, p, y, S, s et r^ 
les angles dièdres de ce tétraèdre le long des arêtes BC, GA, AB, 
DA, DB et DG respectivement. (Genty, N. A., 1355.) 

23. Si des parallèles menées par les sommets d'un tétraèdre 
ABGD rencontrent les faces opposées aux points a, b, c, d, le 
volume du tétraèdre abcd est triple de celui de ABGD. 

(Malet, M., 429.) 
{Mosnatj 90, 253.) 



FIGURES SPHÉRIQUES. 



Géométrie sphérique. 

24.. Un hexagone sphérique étant inscrit dans une courbe 
cono-sphérique, l'intersection des côtés opposés donne six points 
situés sur le même grand cercle. (N. A., 116.) 

{Brocard, 74, SS;.) 

25. Un hexagone sphérique étant circonscrit à une courbe 
cono-sphérique, les trois grands cercles qui passent par les som- 
mets opposés ont le même diamètre en commun. 

On appelle cono-sphérique la ligne d'intersection d'une sphère 
et d'un cône du second degré, concentriques. (N. A., 117.) 

{Brocard, 74, 337.) 

26. Trouver en coordonnées polaires sphériques le lieu d'un 
point P sur la surface d'une sphère, tel que si l'on mène de là 
des arcs de grands cercles aux sommets Vi, V2, ..., V« d'un 
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lO PRKMlfeRR PARTIR. — FIGURES RECTILIGNKS OU SPRÉRIQUKS. 

polygone régulier sphérique, inscrit dans un petit cercle donné, 

la somme des angles PV1V2, PVjVa, ..., PV„V, soit constante. 

(Strebor, N. a., 153.) 
{Faure^ 60, 421.) 

27. Si Ton substitue, dans Téquation polaire d'une droite, /- 
au lieu du rayon vecteur r, et 20) au lieu de l'angle polaire w, on 
obtiendra Téquation d'une hyperbole équilatère. D'une manière 
analogue, en substituant y/ — i (tangj r)* pourtang^/*, et im 
pour 0), dans l'équation polaire sphérique d'un grand cercle, et 
en changeant les constantes de manière que les imaginaires dis- 
paraissent, on tombera sur l'équation d'une hyperbole équilatère 
sphérique (*). (Strebor, N. A., 190.) 

{Dupain, 60, 3i5.) 

28. Soient PT une courbe sphérique, O un point fixe sur la 
sphère, et PQ un grand cercle tangent à la courbe en P. Menons 
un grand cercle par O faisant avec OP un angle POR, complé- 
ment de OPQ; abaissons de M, milieu de OP, un arc MN per- 
pendiculaire à OR, et prenons le point R de manière que OR 
soit divisé en parties égales en N. Le grand cercle RS, tangent à 
la courbe, lieu de R, fera avec OR un angle ORS égal à OPQ. 

Remarque. En faisant dériver d'une courbe donnée quel- 
conque une série de courbes se succédant d'après la loi indiquée, 
le théorème qu'on vient d'énoncer nous fournira une formule 
pour la rectification d'une quelconque des courbes de cette 
série. (Strebor, N. A., 205.) 

{Faurcy 54, 372.) 

29. Si l'on substitue r* au lieu du rayon vecteur r, et 2w au 
lieu de l'angle polaire w, il est évident qu'on transformera l'équa- 
tion d'une section conique, rapportée au foyer, dans celle d'une 
autre, rapportée au centre. 

(*) L'énoncé semble devoir être modifié. M. Dupain, dans la solution 
indiquée, a montré comment. Mais on n'aurait pu introduire ici la rectifi- 
cation qu'en reproduisant la solution elle-même. 
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FIGURES SPHÉRIQUES. I I 

La substitution correspondante, dans la Géométrie sphérique, 
consiste à mettre dans Téquation d'une courbe, entre les coordon- 
nées polaires sphériques peto), sj — 1 (tang^p)^ au lieu de tang|^p, 
et 2 0) pour 0). 

D'après cette transformation, Téquation d'une sphéro-conique, 
rapportée au foyer, deviendra celle d'une autre, rapportée au 
centre. ' 

On sait aussi qu'un cercle, par la substitution dont il s'agit, 
sera transformé dans une cassinoïde, l'origine étant un point dif- 
férent du centre. D'une manière analogue, un petit cercle sur la 
surface d'une sphère sera transformé par notre formule dans 
une cassinoïde sphérique. (Strebor, N. A., 218.) 
( Combescure, 54, 270.) 

30. Mener par un point donné dans un angle sphérique un arc 
de grand cercle tel, que le rapport des sinus des deux segments 
soit égal à une quantité donnée. (N. A., 312.) 

{Combescure, 57, 253.) 

31. Etant donnée une courbe quelconque sur une sphère, si 
d'un point O de la sphère on mène l'arc de grand cercle OA cou- 
pant en A la courbe, et qu'on prolonge OA en A' de manière 

. OA' 

sin 

2 
qu'on ait r^r- = m, le lieu du point A' sera une seconde 

sm 

2 

courbe qu^on peut appeler courbe semblable à la première. Dé- 
montrer que les surfaces déterminées par ces deux courbes sont 
entre elles comme m- est à i. (Vannson, N. A., 680.) 
{Laisantj 64, 235.) 

32. Dans un quadrilatère sphérique, deux côtés opposés sont 
fixes de directions et variables de grandeur, et les deux autres 
sont variables de directions, mais ils ont une grandeur constante 

égale à -• Trouver le lieu du point de rencontre des diagonales. 

(BOURGUET, N. A., 1138.) 
{De Lavison, 74, 343.) 
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12 PREMIÈRE PARTIE. — FIGUKES RECTILIGNES OU SPHÉRIQUBS. 

33. On considère tous les triangles sphériques ABC, inscrits 
à un même petit cercle, ayant un sommet fixe A et dans lesquels 
la sommecosAB -H cosAG a une valeur constante. Démontrer : 
1° que le point de rencontre des médianes décrit un grand cer- 
cle; 2® que la base BG enveloppe une ellipse sphérique. 

(Déprez, m., 705.) 

{Sollertinsky, 91, 149) 



Sphère; questions diverses. 

3k. Soient une sphère et deux points quelconques dans l'es- 
j)ace; les distances des points au centre de la sphère sont entre 
elles comme les distances respectives de chacun de ces points au 
plan polaire de l'autre point; plans polaires pris par rapport à la 
sphère. (Salmon, N. A., 229.) 

{Estienne, 50, 43t.) 

35. Aj, Aj, A3, A4, A5, M sont dix points situés sur une 

sphère : 

dx — distance rectiligne de Aj à M, 

d^ = » A2 à M, 

dz= » A3 à M; etc.; 

ç^ = volume du tétraèdre A2A3A4 A^, 
v%= » Al A3 A4 A5, 

^^8= » A,A2A4A5, 

^'4 = » A1A2A3A5, 

t^s = » Al A2 As A4. 

On a la relation analytique 

Vidi + V^d%-\- t^3Û?3-H^4^4-H^6Û?5 = (*). 

(LUGHTERHAND, N. A., 267.) 

{Brioschi, Genocchi, 53, 167; 54, 429.) 

(») Énoncé inexact. Nous l'avons conservé, parce que cette question a 
provoqué la publication des articles fort intéressants de MM. Brioschi 
et Genocchi, auxquels nous renvoyons. 
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FIGURES SPHÉRIQUES. l3 

36. Démontrer que Téquation de la sphère circonscrite à un 
tétraèdre est 

^ gpsin(Y, 5)sin(aY, Py)s^"(^^^ P^) __ 
2à sin(a, P) -''» 

a, p, Y, 5 sont les premiers membres des équations des faces 
mises sous la forme 

xcosa -h y cosa' -+• z cosa" — p =o. 

(y, 5) représente l'angle que fait la face y avec la face 8; (aY, Py) 
Fangle que fait Tintersection des faces a et y avec Tintersection 
des faces p et y- (Prouhet, N. A., 464-.) 

{Cremona, 60, 149.) 

37. On donne dans l'espace deux droites indéfinies L, L', non 
situées dans un même plan, et un point O : décrire de ce point 
comme centre une sphère qui coupe les droites L, V en des 
points A, B, A', B', tels que le tétraèdre ABA'B', qui a ces 
points d'intersection pour sommets, soit équivalent à un cube 
donné c\ (N. A., 713.) 

(Drouard, 65, 85.) 

38. Si, sur une sphère dont le rayon est pris pour unité, on 
trace une courbe quelconque, on a, entre les coordonnées ^,yy ^ 
de tout point de cette ligne, la relation 

(a7'2 H-yî -+- z"^)\{^xy — yx^y -^{yz" — zfy -^-i^zaf— xy''Y\ 
= {x' x" -^ y y" -h z' z'Y 

-^\x{y z" - z'f)-^ y{z' x" - x' z")-^ z{x' f-y x'')Y, 

dans laquelle les accents des dérivées sont relatifs à une variable 
indépendante t (*). (Catalan, N. A., 1124.) 

Remarque, — Cette identité peut servir à trouver une infî- 



(') Voir, N. A., 65, 48, une relation analogue à celle-ci. 
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l4 PHEMIÈRE PARTIE. — FIGUHES RECTILIGNES OU SPHÉRIQLES. 

nité de solutions de l'équation indéterminée 

(P2^_ Q2+ R2)(X2H- Y2-h Z2)= U2-+- V2. 

On en conclut, par exemple 

(242-h72-hl52)(30Î-f-3()2-f-232) =: 3752 -|- i475-. 

{Note de la Rédaction,) 
{Moret-Blanc, 74, 338.) 

39. Étant donné un ensemble de sphères ayant un axe radical 
commun, on les coupe par une de leurs sphères orthogonales, et 
l'on prend les circonférences obtenues cçmme bases d'autant de 
cônes ayant pour sommet commun un point de l'axe radical. 
Chacun de ces cônes coupe la sphère correspondante suivant une 
deuxième circonférence : toutes ces circonférences sont situées 
sur une même sphère orthogonale aux sphères données. Réci- 
proque. (FouRET, N. A., 1160.) 

(Moret-Blanc, 75, 4'?9) 

*kO. Trouver l'équation de la sphère qui passe par quatre des 
huit points d'intersection de quatre sphères quelconques. 

(E. Lucas, N. C, 9^^.) 

4.1. Si les trois diagonales d'un octaèdre se coupent à angle 

droit, en un même point, les pieds des perpendiculaires abaissées 

de ce point, sur les huit faces, seront sur une même sphère. 

• (Steiner, n. C, 188.) 
(Freson, 77, 89,210.) 

42. Etant données trois sphères, on peut mener huit plans 
tangents communs, deux extérieurs, six intérieurs. La somme 
algébrique des distances d'un point quelconque aux deux plans 
extérieurs est égale à la somme algébrique des distances de ce 
point aux six plans intérieurs. (Stoll, N. C, 287.) 

(Freson, 77, 427.) 
li.3. Aux faces ABC, ACD, ADB d'un tétraèdre ABCD, on cir- 
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FIGURES SPHÉRIQUES. l5 

conscrit trois sphères égales. Démontrer que les plans tangents 
aux points diamétralement opposés à A se coupent sur la corde 
commune aux trois sphères. (Fauisano, M., 495.) 

(Beyens, 86, 233.) 

4'4. On donne une sphère de rayon R, rapportée à trois dia- 
mètres rectangulaires. On considère la section ZOX et Ton sup- 
pose que celle-ci tourne autour de OZ d'un mouvement uniforme, 
pendant que le rayon OA de cette section, partant de la posi- 
tion OX, se déplace autour de O avec la même vitesse. Etudier 
la courbe ainsi décrite sur la sphère par le point A. 

(Brocakd, m., 758.) 
{Mandarty 92, au.) 
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DEUXIEME PARTIE. 



COURBES ET SURFACES DU SECOND ORDRE. 



CONIQUES DANS UESPACE. 

4.5. Si Ton coupe par un plan deux angles solides trirectangles 
ayant même sommet, les six points d'intersection des arêtes avec 
le plan sont sur une même conique. (Steiner, N. A., 219.) 

(50, 206, 212.) 

46. Mêmes données qu'à l'énoncé précédent; les six faces des 
deux angles solides touchent un même cône du second degré. 

(Steiner, N. a., 220.) 



(50, 206, 212.) 




kl. Soient 


.rî v« z^ 




Ix-h my-\- nz =0, 



les équations d'une ellipse dans l'espace; les axes principaux de 
cette ellipse sont les racines de l'équation 

= 0. (S. Taylor, N. a., 575.) 



z^ — a^ z^ — b^ z^—c^ 
{Kessler, 61, 268.) 

4.8. Si l'on appelle E et F les axes d'une ellipse, e, /, e' , /', 
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CONIQUES DANS l'eSPACE. 17 

e'' ^ f les axes de ses projections sur trois plans rectangulaires, 
on a 

E2F2 = e2/2 + e'2/'2 -H e^î/'î. 

(Prouhet, N. A., 634^.) 

( Ylliacj 63, io5.) 

*49. Les directions des axes de la section faite par le plan 

a? ces a -H j^cosp -f- z cosy = X, 
dans la surface 

A 072 -h A'j^2 -h A' -32 _|_ ^^yz -\- 2B'ZX 

-h 2 B^'^TK + 2CiP H- 2G> 4- 2C"Z -h D = O, 

sont données par les intersections du plan 

X cosa -h y ces ^ -\- z ces y = o 
avec le cône 

(A cos^p-f- A'cos^a — iB" cos ol cos^){x^ sïn^ ^ — j^^sin^a) 
-+-( Acos^Y -+- A^cos^A — 2B'cosacosY)('S^sin2a — aj^sin^y) 
-^(A'cos^Y + A'^cos^p — 2B cosp cosy)(7^ sin^y — z^ sin*P) = 0. 

(Mathieu, N. A., 729.) 



50. Étant donnée l'équation générale d'une surface du second 
ordre 

l Xx^-\- Ay^-hyz^-h^Byz-hOLB'xz 
^*^ } -^'iB''xy-hiGx-hiCy^iC"z-hD = o, 

rapportée à des axes rectangulaires; si Ton coupe cette surface 
par un plan 

(2) (xx-+-^j^-\-^z — g=^o, 

a, p, Y étant les cosinus de l'axe du plan avec les axes de coor- 
données, les valeurs algébriques Rj, Rg des axes de la section 
V. — G. an. 3 dim. 2 
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l8 DEUXIÈME PARTIE. — COURBES ET SURFACES DU SECOND ORDRE. 

seront données par les deux équations 
dH 

I [dD/ 



Dans ces équations, H désigne le déterminant 

A B' B' G a 

B" A' B G' p 

(4) B' B A'' C Y 

G G' G" D —7 

a p Y — Ç ^ 

(Painvin, N. A., 824..) 
{Maffiottij 68, 91.) 

51. Étant données deux équations 

/(a?, z) = o, cp(7, ^)=o; 

trouver quelles relations doivent exister entre les coefficients, 
pour que ces équations représentent un cercle. 

En supposant que ces relations existent, déterminer le centre 
de ce cercle, la direction de son plan, la longueur de son rayon. 

Application numérique : 

25/2 ^24zx -\- 153^' — y6y ■+- 258^ — 696 = o, 
'i5x^-h "jixz -f- \^oz^-\- 11 X -^ 248^ — 1487 = o. 

(DuPAiN, N. A., 926.) 
{Saltely 71, 278) (1). 

52. Trouver les points deTespace tels, qu'une conique donnée 
(*) Généralisation. 
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CONES ET CYLINDRES. IQ 

se projette suivant un cercle ayant pour centre la projection 

d'un point donné sur le plan de la conique (*). 

(Pellet, N. a., 1176.) 
(Moret'Blanc, 75, 653.) 

53. Trouver une circonférence qui rencontre cinq droites 
données, parallèles entre elles, et non situées dans un même 
plan (2). (Catalan, N. G., 25.) 

( Van Aubely 77, 49.) 

*5^. Etant donnée une ellipse E, trouver dans l'espace tous les 
couples de droites A, A', tels qu'il existe un rapport constant K 
entre les distances d'un point quelconque de E à A et A'. 

(Neuberg, J. s., 307.) 



CONES ET CYLINDRES. 

55. Faire passer, par cinq points donnés dans l'espace, un 
cylindre droit à base circulaire ('). (N. A., 132.) 

56. Un cône du second degré étant coupé par un plan perpen- 
diculaire à un plan principal, concevons une sphère concentrique 
au cône et touchant le plan coupant; le plan tangent à la sphère, 
mené perpendiculairement au plan principal, coupe celui-ci 
suivant une droite dont la partie interceptée dans le cône est 
égale au paramètre de la section conique. 

(Jacques Bernoulli, N. A., 142.) 
{Brocard, 75, 332.) 

57. Etant donnés deux cônes de révolution autour du même 
axe, un plan tangent au premier cône coupe le second cône 

(*) Il s'agit, bien entendu, d'une projection conique, et les points de 
l'espace dont il est question sont les sommets des cônes de projection. 
(*) Voir N. A., question 132 (n" 55 ci-après). 
(') Voir ci-dessus, n" 53. 
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20 DEUXIÈME PARTIE. — COURBES ET SURFACES DU SECOND ORDRE. 

suivant une conique, et un plan tangent au second cône coupe le 
premier cône suivant une seconde conique. Une de ces coniques 
est égale à la focale de Tautre conique. 

On nomme focale d'une conique le lieu géométrique de ses 
foyers situé dans Tespace. (Dieu, N. A., 253.) 

{Thiollier, Painvin, 52, 328.) 

58. Étant donnés un cône du second degré et un point fixe 

dans rintérieur du cône, mener par ce point un plan tel que la 

section ait le point fixe pour foyer. 

(YVON ViLLARCEAU, N. A., 268.) 
{Sacchi, 53, 222.) 

59. Les équations tangentielles d'un cône droit touchant trois 
plans donnés (Mj, ç^ w^i), (wj, v^, wpj), (W3, v^, w^) sont, dans le 
cas des axes rectangulaires. 



= 0; 



les signes des radicaux sont indépendants; il y a quatre solu- 
tions. (Painvin, n. a., 1003.) 

{Moret'Blanc, 72, 334.) 

60. On donne un tétraèdre ABCD et deux points E, F; on con- 
struit deux autres tétraèdres EABC, FABG. Les faces de FABG 
coupent les arêtes de EABC aux points G, H, L On détermine 
sur ces mêmes arêtes trois autres points K, L, M tels, qu'on ait 

EG AG _ EH BH _ El CI _ I 
EK * ÂK ~ EL • BL "" EM • CM "■ 2' 
Prouver : 

1° Que les quatre plans analogues à KLM passent par un même 
point; 

2® Que ce point décrit un plan tangent au cône passant par 
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UN ellipsoïde. 21 

les cinq droites EA, EB, . . . , le long de la génératrice EF, lorsque 
les cinq points A, B, C, D, F décrivent arbitrairement ces mêmes 
droites. (Bourguet, N. A., 1236.) 

61. Si <pi, cp2, ?pj sont les angles de trois couples de génératrices 
principales (situés dans les trois plans principaux) d'un cône du 
second degré, on a l'équation 

CCS «pi ces «pj -h ces «pj ces cps -h CCS <p3 CCS ïpi 4- I = G. 

Un des trois angles est toujours imaginaire. 

(Ed. Weyr, N. C, 206.) 

(Freson, 77, 421.) 

62. Étudier les diverses surfaces que représente l'équation 

ax^ -h by^ — Z' — axz — byz -\- xy -=0^ 

lorsqu'on donne à a et à 6 toutes les valeurs possibles. 

(Brocard, N. G., 260.) 

63. Soient S le sommet d'un cône droit, O le point où l'axe 
rencontre un point quelconque P. Démontrer qu'il existe un 
rapport constant entre les distances des points O et S à une tan- 
gente quelconque de la section du cône par le plan P. 

(J. Neuberg, J. S., 217.) 
{Leinekugel, 90, 235.) 



UN ELLIPSOÏDE. 

64-. Parles trois extrémités des axes principaux d'un ellipsoïde, 
on mène trois cordes parallèles; on projette chacune de ces 
cordes sur l'axe d'où elle part; on divise cette projection par l'axe 
sur lequel elle se trouve; la somme des trois quotients est con- 
stante. (N. A., 510.) 

{Farjoriy 61, 5 1.) 
65. Étant donné un tétraèdre quelconque, on peut faire passer 
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22 DEUXIÈME PARTIE. — COURBES ET SURFACES DU SECOND ORDRE. 

par les centres de gravité des quatre faces un ellipsoïde langent 
à ces mêmes faces. Il aura pour centre le centre de gravité du 
tétraèdre. Et, si Ton appelle 3^, 36, 3c les arêtes adjacentes à un 
même angle solide, qu'on prenne des axes parallèles à ces arêtes 
et pour origine le centre de gravité du tétraèdre, Téquation de 
la surface tangente sera 



(Vannson, N. a., 628.) 
{Andlauer, 63, 54.) 

66. En deux points d'un ellipsoïde on mène les normales. Le 
plan mené par le milieu de la corde et perpendiculairement à 
cette corde passe par les milieux des lignes qui joignent les points 
de rencontre des normales avec chacun des plans de symétrie. 

(Laguerre, N. a., 956.) 

{Cohen, Bellavitis, 69, 524; 70, 34, 142.) 

*67. Il y a la même relation entre les tangentes menées d'un 
point de l'ellipsoïde à trois sphères doublement tangentes à l'el- 
lipsoïde qu'entre les distances d'un point variable dans un plan 
à trois points de ce plan. (Darboux, N. A., 1035.) 

68. Par le centre d'un ellipsoïde on mène trois plans rectan- 
gulaires quelconques A, B, G; si l'on nomme a, p, -y les angles 
que forment ces plans avec un plan diamétral Çyhq P; a, 6 les 
axes de la section de la surface par le plan P; «j, ^j, Ci les demi- 
diamètres de cette section dirigés suivant les droites (A, P) 
(B, P), (C, P), on aura 

sin'a sin-S sin'v 1 i /n> a.t a -io/»n \ 

-^^^^-^-â^-^bi- (Ghnty, N. A., 1369.) 

(Moret-Blanc, 82, ^^1.) 

*69. En chacun des points d'un ellipsoïde, on mène le plan 
tangent. On projette sur ce plan le diamètre issu du point de 
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contact. Démontrer que ces projections, déjà tangentes à Tellip- 
soïde, sont tangentes, en outre, à une seconde surface. 

(Mannheim, N. a., 1563.) 

70. Un ellipsoïde étant donné, on prend pour tableau un plan 
diamétral AOB et, pour point de vue, une extrémité G du dia- 
mètre conjugué de AOB. Gela posé, les perspectives de toutes 
les coniques tracées sur Tellipsoïde sont semblables à la section 
diamétrale AOB. 

Corollaire. — Si AOB est une section circulaire, auquel cas 
G est un ombilic, les perspectives de toutes les coniques tracées 
sur Tellipsoïde sont des cercles. (N. G., 4.) 

(75, 72, 186.) 

71. Les mêmes choses étant posées que dans le corollaire de 
l'énoncé précédent, soit D une droite quelconque, et soit D' la 
droite conjuguée de D' (*j. Soient E les ellipses dont les plans 
passent par D, et E' les ellipses dont les plans passent par D'; 
soient enfin G les perspectives des ellipses E, et G les perspec- 
tives des E' : ces deux séries de cercles forment un système or- 
thogonal. (Gatalan, n. g., 5.) 

(75, 72, 186.) 

72. Un ellipsoïde est coupé par un plan P parallèle à un 
plan principal Q suivant une ellipse E. Par tous les points de 
cette courbe, on mène des normales à la surface. Démontrer que 
le volume limité par ces normales et les plans P, Q est dans un 
rapport constant au volume du cône ayant pour sommet le centre 
de Tellipsoïde et pour base la courbe E. (Neuberg, M., 263.) 

{Bas tin, 84, 192.) 

73. Démontrer que le contour apparent d'un ellipsoïde de 

(*) Deux droites D, D' sont dites conjuguées, relativement à une surface 
du deuxième ordre, quand le pôle de tout plan passant par Tune est situé 
sur l'autre. {Note de M. Catalan.) 
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révolution alloogé, par rapport à un plan quelconque, est une 
ellipse dont les foyers sont les projections, sur ce plan, des 
foyers de la section méridienne. (Verstraeten, M., 300.) 

{Barbelenet, 85, 63.) 

74. Trouver un plan sur lequel la projection orthogonale d'un 
ellipsoïde donné soit circulaire. (Catalan, M., 360.) 

{Jamet, 85, 187.) 

*75. Soient OA, OB, OC trois demi-diamètres conjugués quel- 
conques d'un ellipsoïde, et soient OA', OB', OC les demi-dia- 
mètres perpendiculaires aux plans BOC, COA, AOB. Trouver, 
entre OA', OB', OC des relations analogues aux théorèmes 
d'Apollonius. (Neuberg, M., 4.11.) 

76. Quelle est, parmi les normales à une ellipse donnée, celle 
qui est la plus éloignée du centre de cette courbe? 

Même question pour un ellipsoïde. (Mannheim, J. S., 288.) 

{Brocard, 92, 42.) 

77. On donne un ellipsoïde de centre O, dont les demi-axes 
sont a, bj c. On prend, sur cette surface, un point m tçl que la 
normale en ce point, à l'ellipsoïde, fasse avec ses axes les angles 
a, p. Y- On demande de déterminer, en fonction de a, ^, c, a, p, ^ : 

i** La distance d àeO au plan tangent en m à l'ellipsoïde; 
2° La distance 8 de O à la normale en m\ 

3«* La longueur 0/n; 

4° Les angles X, [jl, v de 0/n avec les axes; 

5«* La longueur mp de la portion de la normale, en m, com- 
prise entre ce point et le plan passant par les demi-axes a et h, 

(SvÉCHNICOFF, J. S., 329.) 
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PLUS DUN ellipsoïde. 

78. Etant donnés deux ellipsoïdes semblables, concentriques, 
et ayant leurs axes principaux homologues dans la même direc- 
tion, tout cylindre circonscrit au petit ellipsoïde coupe le vo- 
lume du grand dans un rapport simple qu'il s'agit de trouver. 

(Lebesgue, N. a., ikk.) 
{De Perrodil, 47, 43 1.) 

79. 

{ax -^by-+- cz)^ + (a'x -h b'y -4- c'zy- -\-{a''x H- b"y -\- d' zf- = d'^. 
{ax -\- a' y -\- a" z)'^ ^ {h X -\- b' y -\- b" zy -\-{cx -h c' y -\- c" zY = d-. 

Les axes étant rectangulaires, ces deux équations sont celles 
de deux ellipsoïdes égaux, (Jacobi, N. A., 188.) 

{Loxhayy 48, 34o.) 

80. Quand une suite d'ellipsoïdes est inscrite dans un cône 
de révolution suivant la même courbe de contact, on a, entre 
leurs demi-axes, a, 6, c, la relation suivante 

^' = const. (M. RoBERTS, N. A., 238.) 



{Faure, 53, 21 5.) 



81. 

[ib' c'')x-^{c' a'')y -^{a'b'')zY-^[{b'' c)x -^{c" a)y -^-ia" b)zy 

^[{bc')x -h {ca)y-\-{ab')zY = k'-, 
[i,b'c'')x -+- {b''c)y -h {bc')zY -+■ [{c'a'')x -\-{c"a)y -\-{ca')z]^ 

-+-[{a' b'')x -^-ia" b)y ->r{ab')zY = k'^ 

étant les équations de deux ellipsoïdes (axes rectangulaires), les 
ellipsoïdes sont égaux. Les crochets désignent des déterminants 
binaires. (Jacobi, N. A., 278.) 

{Faure, Brioschi, 54, 202; 55, T70.) 
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82. Étant donnés deux ellipsoïdes de même centre, semblables 

et semblablement placés, on mène, de chaque point de la surface 

du plus grand, des plans tangents à l'autre : démontrer queTen- 

veloppe des plans des lignes de contact, ainsi déterminé is, est 

un ellipsoïde semblable aux deux premiers. 

(Delorme, N. a., 672.) 
(Courtin, Godard, 64, 74, 76.) 

83. Ayant posé 

aix -+- ôiy -+- CiZ =PiaiX -{- a^y -\- «a-s = Qi, 

a<ix -\- b^y -h C2 ^ = P2 61 j? -h biy -h b^z = Q2, 

a^x-hb^y -{-C3Z = P3C1X -\-e.2y -+- c^z = Q3, 
avec 

ai bi C\ 

«2 bi Ci 

«3 ^3 C3 

et supposant d'ailleurs différent de zéro, on demande de 
démontrer que les deux ellipsoïdes 

Qî + Ql + 0.1 = 1 
sont égaux. (Jacobi, J. S., 16 bis.) 
(Toqué, 83, 92.) 

*84'. Les conditions étant celles de la question précédente, on 
demande de trouver l'équation du cône contenant les axes des 
deux surfaces. (J. S., 17.) 



HYPERBOLOÎbES. 

85. Soient un hyperboloïde, son cône asymptotique et un plan 
principal commun; tout plan tangent à l'hyperboloïde, perpen- 
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diculaire au plan principal, retranche du cône asymptotique un 
cône fermé, de volume constant; démontrer le théorème général 
dont celui-ci est un corollaire. (Terquem, N. A., 99.) 

{Brocard y 75, 66.) 

86. Les quatre hauteurs d'un tétraèdre sont les éléments rec- 
tilignesd'unhyperboloïde à une nappe. (Steiner, N. A., 472.) 

{Bellac, 59, 35o.) 

87. Quatre génératrices d'un hyperboloïde étant données, 
construire le tétraèdre qui a ces quatre droites pour hauteurs. 

(N. A.,473.) 

88. On donne un hyperboloïde à une nappe, engendré par la 
révolution d'une hyperbole équilatère; un cône qui a son sommet 
sur cette surface et pour base le cercle de gorge est coupé suivant 
un cercle par un plan perpendiculaire au cercle de gorge. 

(BÔKLEN, N. A., 481.) 
{Chardonnetj 59, SSg.) 

*89. Le centre de la sphère circonscrite à un tétraèdre, le 
centre de l'hyperboloïde passant par les quatre hauteurs, le 
centre de gravité du tétraèdre, sont trois points en ligne droite. 

(JOACHIMSTHAL, N. A., 482.) 

90. Un trièdre trirectangle est circonscrit à une surface du 
second degré. 

Démontrer que les normales à cette surface aux points de 
contact des faces du trièdre, et le diamètre qui passe parle som- 
met de ce trièdre, appartiennent à un même hyperboloïde. 

(Mannheim, i\. A., 822.) 
{Pellet, 68, 33 1.) 

91. Les conditions pour que l'hyperboloïde 

ayz -\- bzx -\- cxy -h abc = o 
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soit de révolution sont, X, (x, v étant les angles des axes et a, b, 

c>o : 

abc 



1 COSX 1 COSfJL 1 — cosv 

On propose d'interpréter géométriquement ces relations. 

(De Saint-Germain, N. A., 1123.) 
(Pellissier, 74, 49i') 

92. Deux hyperboloïdes gauches H,, Hj ont une génératrice L 
commune. Par tout point m de L passent une génératrice Lj 

de H, et une génératrice L2 de Hj. Gomment varie l'angle LiLj 
quant m parcourt L? (Dewulf, N. A., 1137.) 

{Moret-Blanc, 75, i83.) 

*93. Le parallélépipède construit sur trois génératrices quel- 
conques d'un liyperboloïde à une nappe a un volume constant. 

(Genty, n. a., 1531.) 

*^k. Si, par un point fixe P, pris sur un hyperboloïde réglé, 
l'on mène des droites s'appuyant sur les diagonales des quadri- 
latères que forment deux génératrices fixes du premier système, 
avec deux génératrices variables du second système, ces droites 
sont situées dans un même plan. (Neuberg, N. G., 122.) 

*95. Soient A, B, G trois génératrices, d'un même système, de 
l'hyperboloïde H; A', B', G' trois génératrices, d'un même sys- 
tème, de l'hyperboloïde H'; P un point quelconque de l'inter- 
section des surfaces H, H'. Par P on mène les deux droites qui 
s'appuient, respectivement, sur les couples de droites (A, B'), 
(A', B); soit Y le plan passant par ces droites. On obtient d'une 
manière analogue deux autres plans a, p, en combinant, d'une 
part, les couples (B, G'), (B', G), et, d'autre part, les couples 
(A, B'), (A', B). Les plans a, p, y passent par une même droite. 

(Neuberg, N. G., 123.) 

96. Dans un tétraèdre quelconque : i^les droites qui joignent 
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les sommets aux centres des cercles inscrits dans les faces oppo- 
sées sont les génératrices d'un même hyperboloïde ; 2° celles qui 
joignent les sommets aux centres des médianes antiparallèles 
des faces opposées jouissent de la même propriété. 

(Neuberg, m., 254.) 
{Jamety 84, igo.) 

97. Soient A', B', C, D' les projections des sommets d'un 
tétraèdre ABGD sur un plan quelconque. Démontrer que les 
perpendiculaires abaissées de A', B', G', D' respectivement sur 
les plans BCD, CDA, DAB, ABC sont les génératrices d'un 
même hyperboloïde. (Neuberg, M., 454.) 

( Van Dorsten, 88, 5o.) 

98. En un point P de l'hyperboloïde à une nappe, on mène les 
deux génératrices; puis par chaque génératrice un plan perpen- 
diculaire au plan tangent en P; ces plans touchent l'hyperbo- 
loïde en deux points Q et R; trouver l'équation du plan passant 
par QR et par le centre de l'hyperboloïde. 

(Ed. Lucas, M., 563.) 
{Ed. Lucas, 88, 233.) 

*99. Condition pour que les équations de quatre droites repré- 
sentent des génératrices d'un hyperboloïde. 

(Lemoine, J. s., 109.) 

*100. Soient A', B', C, D' les projections des sommets d'un 
tétraèdre ABCD sur un même plan P, et soient Aj, B,, Cj, D, 
les orthocentres des triangles B'C'D', CD' A', D'A'B', A'B'C. 

Démontrer : i^ que les perpendiculaires abaissées des points 
A' et Al sur le plan BCD, et les six droites homologues, appar- 
tiennent à un même hyperboloïde; 2° que les perpendiculaires 
abaissées du milieu des droites A'Aj, B'Bj, C'Cj, D'Dj, sur les 
faces correspondantes du tétraèdre ABCD, concourent en un 
même point. (Neuberg, J. S., 306.) 

*101. Soit cp (j?, J, z) l'ensemble des termes du second degré 
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dans le premier membre de réquation d'un hyperboloïde à une 
nappe. Si Ton désigne par H le discriminant de ce premier 
membre rendu homogène ; par y, y'> "i" et A les mineurs de H qui 
correspondent respectivement aux demi-coefficients de Xy y, z 
dans les termes du premier degré, et au terme constant; enfin 
par X, jx, V trois paramètres assujettis seulement à la condition 
<p(X, [X, v)=:o; les projections, sur les plans coordonnés, des 
génératrices de la surface appartenant à l'un des deux systèmes 
auront pour équations 

A( V — •HL^)-h[XY''— vy' -+- \ /Hox=o, 
iÇkz — vir) -+- VY — Xy'-h I v/Hçp'(A = o, 
\{\Lx — \y) -H Xy'— p-y + i \/H©v =o. 
En changeant, dans ces équations, le signe de yîî, on obtien- 
dra celles qui se rapportent à l'autre système de génératrices. 

(TissoT, J. S., 3U.) 



PARABOLOÏDES. 

102. Dans le pentaèdre ABCA'B'C, ABC, A'B'C'sont deux 
faces triangulaires /?(2r(2//è/e5; les faces ABA'B', ACA'C sont 
deux faces quadrilatères /?/a/ie5; la cinquième face BCB'C est 
un paraboloïde décrit par la droite B'C se mouvant sur les 
directrices BB', CC parallèlement aux plans ABC, A'B'C. On a : 

Volume du pentaèdre égale 

\ h sin BAC[AB( AG + \ A'G')-f- A'B'(A'G'-+- { AG)]; 
h = distance des faces ABC, A'B'C. (Mascheroni, N. A., 574-.) 
{Cuenoudj 61, 3i4.) 

103. Un tétraèdre abcd étant conjugué à un paraboloïde, si 
l'on désigne par a', b\ c' les points où les arêtes da,dby de cou- 
pent le paraboloïde, on a 

(Sr-(S)'-(§:)'- (F-B.».*.,,»», 

( Gambey, 73, 333.) 
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104. Dans un paraboloïde hyperbolique, la génératrice de 
chaque système qui passe par le sommet est celle sur laquelle 
les génératrices de l'autre système interceptent les segments les 
plus petits. (TissoT, N. A., 1106.) 

{Jametj 74, 2o5.) 

105. Soit /(j7, /, s) = o un paraboloïde; donner l'équation 

qui détermine les paramètres des paraboles principales. 

(J. S., 26.) 
{Barthe, 86, aôg.) 

*106. Condition pour que les équations de trois droites repré- 
sentent des génératrices d'un paraboloïde. (Lemoine, J. S. , 110.) 



QUADRIQUES DE RÉVOLUTION. 

107. Une surface de révolution étant engendrée par la révo- 
lution d'une conique autour d'un axe principal, tout plan mené 
par un foyer O de la conique coupe la surface suivant une 
conique qui a le même point O pour foyer. 

(MôBius, N. A., 359.) 
{Bourdelles, 57, 176.) 

*108. A, B, C, D, E étant cinq points situés sur la surface de 
révolution dont il est question dans l'énoncé précédent, on a la 

relation 

OA.BG.DE + OB.GD.EA-i-OG.DE.AB 

-hOD.EA.BG-i-OE.AB.GD =0. 

(MôBius,N. A., 360.) 

109. Quel est le lieu que doit décrire le centre d'une sphère, 
pour que la polaire réciproque d'une surface du second ordre 
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donnée, par rapport à cette sphère, soit toujours une surface de 
révolution. (Laguerre, N. A., 545.) 

{Cremona, 61, gS.) 

110. Toute surface conique, qui, ayant son sommet au foyer 
d'une surface de révolution du second ordre, passe par une sec- 
lion plane quelconque de cette surface de révolution, est elle- 
même une surface conique de révolution; la droite qui joint le 
foyer au pôle du plan de la section faite dans la surface du 
second ordre est Taxe de la surface conique. 

(Bobillier, N. a., 622.) 
{Bartety 62, 3i2.) 

111. Expliquer comment il se fait que deux conditions soient 
nécessaires pour qu'une surface du second degré soit de révolu- 
tion, lorsqu'on sait qu'il suffit que l'équation en s ait deux 
racines égales. (Mathieu, N. A., 705.) 

{Mathieu j 67, 177.) 

112. Si, par le sommet d'une parabole, on mène une corde 
faisant, avec l'axe, un angle de 4^", l'anneau engendré par le seg- 
ment parabolique, dans sa rotation autour de l'axe, est équiva- 
lent à la sphère ayant pour diamètre la projection de la corde. 

Examiner le cas où la corde est quelconque. 

(Gabriel Marie, N. C, 164.) 
(Guillet, 76, 898.) 

113. On donne une demi-hyperbole équilatère AB, ayant A 
pour sommet, O pour centre, OH pour asymptote. Sur l'axe non 
transverse, on prend OG = OA; et, par le point G, on mène GD 
parallèle à l'axe transverse. Enfin, l'on trace deux ordonnées 
MP, M'P', qui rencontrent, en Q, Q', la droite GD, et qui, pro- 
longées, rencontrent, en R, R', l'asymptote. Gela posé, si la figure 
tourne autour de Ox, le tronc hyperbolique, engendré par 
M M' F F', est équivalent à l'anneau engendré par RR'QQ'. 

(Gabriel Marie, N. G., 165.) 
( Guillety 76, 398.) 
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UNE QUADRIQUE EN GÉNÉRAL; POLES ET PLANS 
POLAIRES. 

114. Deux tétraèdres de volumes V et V étant polaires réci- 
proques relativement à une surface du second degré dont les 
demi-axes principaux sont a, ^, c; si l'on désigne par Vi, Vj, 
^3> V4 les volumes des quatre tétraèdres que Ton obtient enjoi- 
gnant le centre de la surface aux sommets de V, on a la relation 



m 



Lorsque V =: V, on a un théorème de M. Painvin. 

(N. A., 60, 294.) 
Il existe une relation analogue entre les volumes de deux 
tétraèdres corrélatifs. (Faure, N. A., 591, 599.) 

{Neubergy 65, 549; 66, 5ii.) 

115. Etant donnée une surface du second ordre dont le centre 
est G, il y aura une infinité de tétraèdres conjugués par rapport 
à cette surface et en même temps circonscrits à une sphère dont 
le centre est un point arbitrairement choisi, G; si r est le rayon 
de la sphère inscrite, si I est le point d'intersection du rayon 
vecteur OC avec le plan polaire du point G, par rapport à la sur- 
face, on a la relation 






2 a, 26, 2C représentant les valeurs algébriques des axes de la 
surface du second ordre. (Painvin, N. A., 760.) 

{Maffiottiy 67, 219, 620.) . 

116. Si la surface donnée (énoncé précédent) est un parabo- 
loïde, et I le centre de la section de la surface par le plan 
V. — G, an, 3 dim. 3 
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polaire du point G, on a la relation 



■Gn)-' 



2p et 2q étant les paramètres des sections principales. 

(Painvin, N. A., 761.) 
{Maffiottij 67, 219.) 

117. Le rayon de la sphère inscrite reste constant lorsque le 

centre de cette sphère se déplace sur une surface parallèle et 

égale à la première, cette seconde surface s'obtenant en faisant 

glisser la première parallèlement à son axe (*) 

(Painvin, N. a., 762.) 
{Maffiottiy 67, 219.) 

118. Étant donnée une surface S du second ordre à centre, si 
Ton imagine une surface de révolution du second ordre ayant un 
de ses foyers au centre de la surface S et touchant les quatre 
faces d'un quelconque des tétraèdres conjugués par rapport à la 
surface S, la longueur de l'axe équatorial de la surface de révo- 
lution conserve une valeur constante quel que soit le tétraèdre 
considéré. On suppose la surface de révolution autour de Taxe 
qui passe par le centre de la surface S. (Painvin, N. A., 814-.) 

{Maffiotti, 68, i83.) 

119. Appelons : 1° indice d^un points par rapport à une sur- 
face du second degré, le rapport des distances de ce point et du 
centre de la surface au plan polaire du point; 2° indice d'un 
plan, le produit des distances du pôle du plan et du centre de 
la surface à ce plan ; 3° indice d'une droite, le rapport que l'on 
obtient en divisant le carré de la demi-corde déterminée, par 
cette droite, dans la surface, par la quatrième puissance du 
demi-diamètre parallèle à la droite. 

On demande de trouver d'autres expressions pour la valeur 
de ces indices. (Faure, N. A., 918.) 



( * ) Voir les deux énoncés précédents. 
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120. Lorsqu'une surface du second degré est conjuguée à un 
tétraèdre : 

I® La somme des carrés de ses demi-axes est égale à la somme 
des inverses des indices des arêtes du tétraèdre; 

2° La somme des carrés des inverses des demi-axes, prise en 
signe contraire, est égale à la somme des inverses des indices 
des faces du tétraèdre ; 

3° Le produit des carrés des demi-axes, pris en signe contraire, 
est égal au produit des inverses des sommets du tétraèdre, mul- 
tiplié par 36 fois le carré du volume du tétraèdre. 

(Faure, N. a., 919.) 

121. On donne une surface du second degré et un plan. Si 
Ton prend dans ce plan trois points conjugués à la surface, la 
somme des inverses des indices de ces trois points est égale à 
rinverse de l'indice du point où le plan est rencontré par le 
diamètre qui lui est conjugué. (Faure, N. A., 920.) 

122. Une surface du second degré étant conjuguée à un 
tétraèdre, on propose de démontrer que la somme des inverses 
des indices des centres des sections, déterminées dans la surface 
par les faces du tétraèdre, est égale à — 3 (^). 

(Faure, N. A., 921.) 

123. On donne une surface du second degré et un tétraèdre 
abcd] si J'on désigne par A, B, C, D les faces de ce tétraèdre 
opposées aux sommets a, b, c, d et par A', B', C, D' les plans 
polaires de ces sommets, la somme 

'^ cos(A, A') 
2à{a, A)(o, A')' 

dans laquelle o est le centre de la surface, est constante, quel 

que soit le tétraèdre abcd. Donner la valeur de la constante. 

[On désigne par [a, A) la distance du point a au plan A, etc.]. 

(Faure, N. A., 996.) 
{Genty, 72, iSg.) 

(') Les quatre questions 119, 120, 121, 122 se trouvent résolues dans une 
série d'articles de M. Neuberg, publiés dans les N. A., 70, 817, 36o, 899, 433. 
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124. On donne un tétraèdre conjugué à une surface du second 
degré. Si Ton désigne par I l'indice (*) du centre d'une sphère 
inscrite au tétraèdre (par rapport à la surface) et par R le 

rayon de cette sphère, l'expression ^ a la même valeur pour 

toutes les sphères inscrites. (Faure, N. A., 1011.) 

(Callandreau, 73, 454-) 

125. On donne une surface du second degré et deux points 
e, e' : par le point e, on mène une transversale quelconque ren- 
contrant la surface aux points a et b; par le point e'j on mène 
une parallèle à la transversale; cette parallèle rencontre aux 
points a' et b' les plans tangents aux points a et b. 

Si D est le diamètre parallèle à la transversale, l'expression 

ea.e'b' -h eb.e'a' 

a une valeur constante, quelle que soit la direction de la trans- 
versale. (Faure, N. A., 1145.) 

(Genty, 75, i33.) 

126. On donne une surface du second degré et deux droites 
L, M. Sur la première L on prend deux points arbitraires a, b, 
et l'on trace les plans polaires de ces points. 

Désignons par c et cf les points d'intersection de ces plans 
avec la seconde M; par e et / les points d'intersection de ces 
mêmes plans avec le diamètre parallèle à la droite M : l'expres- 
sion 

0..0/.3, 

dans laquelle O est le centre de la surface, a une valeur con- 
stante. (Faure, N. A., 1146.) 

(Chabanelj 75, i35.) 
(') Voir^ pour la définition des indices, l'énoncé 119, ci-dessus. 



Digitized by 



Google 



UNE QUADRIQUE EN GÉNÉRAL; AUTRES QUESTIONS. 87 

*127. Dans l'espace, deux figures corrélatives peuvent toujours 
être placées de manière à être polaires réciproques par rapport 
à une quadrique réelle. (Tarry, N. A., 1614.) 
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128. Étant donné un tétraèdre quelconque, si une surface du 

second degré passe aux milieux des trois arêtes d'un angle solide 

et leur est tangente; si, de plus, elle passe aux milieux des trois 

autres arêtes, elle leur sera également tangente. Cette surface a 

pour centre le centre de gravité du tétraèdre. 

(VanxNson, N. a., 629.) 
{Andlauer, 62, 462.) 

129. Équation d'une surface du second degré passant par 
trois droites. 

On peut mettre les équations des trois droites données sous 
la forme suivante : 

A=o, 



Première droite . _ 

B =0; 

l G =0, 

Deuxième droite l _ 

\ D=o; 

, . ( AaH-BQ-hGY-f-DS =0, 

Troisième droite \ , , ^ «, ^ , ^ «., 

( Aa'-4-Bp'-hGY'+D8' = o. 

L'équation de la surface du second degré est 

A«-f-Bp _ Aa^j-J_^' 
Cy-+- D8 ~ Cy'+D8'* 

A, B, C et D désignent des fonctions du premier degré en x^ y 
et ^; a, p, y, 8, a', p', y', 8' sont des constantes. 

(Barbier, N. A., 739.) 
{Niehylowski, 66, 178.) 
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*130. Pour qu'une surface du second ordre soit transformée 
homologiquement en une sphère, il faut et il suffit : i® que le 
plan d'homologie soit parallèle à l'un des plans cycliques de la 
surface (Poncelet, Propriétés projectives)\ 2® que le centre 
d'homologie soit un quelconque des points de la conique focale 
située dans le plan principal auquel le plan d'homologie est per- 
pendiculaire. (Painvin, N. a.., 815.) 

*131. On coupe une surface du second degré (S) par un plan. 
On prend, sur la courbe d'intersection C, quatre points arbi- 
traires (non en ligne droite) a, 6, gj h, et Ton mène en ces points 
les normales A, B, G, H à la surface (S). On construit le couple 
de droites D, A rencontrant à la fois ces quatre normales et Ton 
détermine la droite I, issue d'un point fixe t, qui s'appuie sur D 
et A. 

Démontrer que, lorsque l'on fait varier la position des points a, 
6, g, h sur G, les droites telles que I engendrent un plan. 

(Mannheim, N. a., 820.) 

"132. Les données restant les mêmes qu'à l'énoncé ci-dessus, 
on construit comme précédemment le couple de droites D, A. 
On prend les traces de ces droites sur un plan fixe (P); on joint 
ces traces par une droite M. 

Démontrer que, lorsque l'on fait varier la position des points a, 
6, g^ h sur G, les droites telles que M passent par un point fixe. 

(Mannheim, N. A., 821.) 

133. Étant donnée une surface du second ordre dont O est le 
centre, soit M un point quelconque de l'espace j 1° si le point M 
est extérieur à la surface, on mène une tangente MT, le diamètre 
conjugué OT de cette tangente, et le demi-diamètre OA con- 
jugué du plan de ces deux droites; les points M, T, O, A sont 
les sommets d'un tétraèdre; soit Vie volume du parallélépipède 
construit sur ce tétraèdre; 2® si le point M est intérieur à la sur- 
face, on mène une demi-corde MT, le demi-diamètre OB con- 
jugué de cette demi-corde, et le demi-diamètre OA conjugué 
du plan de ces deux droites : les points B, T, O, A sont les som- 
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mets d'un tétraèdre; soit V le volume d'un parallélépipède con- 
struit sur ce tétraèdre. 

Le volume V est ce que M. Aoust nomme la puissance du 
point M par rapport à la surface considérée {Comptes rendus, 
i«' semestre 1867, p. Sgo). A cette occasion, je signalerai la 
relation suivante. 

Soit l'équation de la surface du second ordre 

/(ar, y, z) = Aa?2 -t- A'72 -^ A^z^ -h iByz 

-1- 2B'xz -h aB"iF7-h aC^ -f- iC'y -h iC" z + D = 0; 

si X, y\ z sont les coordonnées du point M, V le volume du paral- 
lélépipède défini ci-dessus, on a 



(I) 



f{x,y,z)=^±~y\ 



et A représentant les déterminants 

A B'' B' G 

B" A' B G' 

B' B k" C 

G G' G" D 

On doit prendre le signe -h ou — suivant que le point M est 
extérieur ou intérieur à la surface. 

On sait d'ailleurs que, si a, b, c sont les axes de la surface, 
on a 



A 


B" 


B' 




B'' 


A' 


B 


, A- 


B' 


B 


A" 





(") 



a2 62c2: 



A3 

8*' 



Les relations (I) et (II) rendent, pour ainsi dire, intuitives 
toutes les propriétés énoncées par M. Aoust {loco citato). 

(Painvin, N. A., 837.) 
{Neuberg, 70, 3i7)('). 

134. On coupe une surface du second degré par un plan ; aux 
différents points de l'intersection, on mène les normales à la sur- 

(') Voir plus haut, énoncé 122, note. 
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face; par un point de l'espace, on mène des droites égales et 

parallèles aux longueurs interceptées sur ces normales entre leur 

pied sur la surface et le plan de symétrie : les extrémités de 

toutes ces droites se trouvent sur une conique. 

(Laguerre, N. a., 981, 1017.) 
Moret-Blancy 71, 33 1.) 

135. Soit K la courbe d'intersection d'une surface du second 
ordre et d'une sphère ayant pour centre un point d'un plan de 
symétrie de la surface; désignons par C la projection orthogo- 
nale de K sur ce plan de symétrie et par G' le lieu des points où 
ce même plan est coupé par les normales élevées aux différents 
points de K; C et C sont deux coniques ayant leurs axes paral- 
lèles, et, si l'on désigne respectivement par a* et a'^, b^ et b'^ les 
carrés des axes parallèles, on a la relation 

a'^a'^ = b^b'^. (Laguerre, N. A., 985.) 
{Ducuingj 72, 23o.) 

136. On donne une surface du second degré et une sphère; si 
l'on désigne par a, p, y les angles sous lesquels trois plans dia- 
métraux de la surface (ou trois diamètres conjugués) rencon- 
trent la sphère, et par A, B, C les aires des sections déterminées 
par ces plans (ou les longueurs des diamètres), on a la relation 

A«sin2a-hB2sin2p + G«sin«Y = const. (Faure, N. A., 1005.) 

(Genty, 72, 5io.) 

137. Étant pris trois diamètres conjugués d'une surface du 
second degré, si l'on projette chacun d'eux sur une droite per- 
pendiculaire au plan des deux autres, la somme des valeurs in- 
verses des carrés de ces projections est constante. 

(Faure, N. A., 1030.) 
(F//tac, 72, 465.) 

138. On prend sur une surface du second degré une section 
plane quelconque; cette courbe peut être prise pour la focale 
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d'une surface nouvelle passant par Tune ou l'autre des focales 
de la première. (Darboux, N. A., 1034 ) 

[Pellet, Painçin, 73, 464 (*)» ^79-] 

139. Une surface du second degré est circonscrite à un 
tétraèdre. Par un point m de la surface, on mène à Tune des 
arêtes une parallèle rencontrant aux points a ei b deux des 
faces du tétraèdre. Si Ton désigne par D la longueur du dia- 
mètre de la surface parallèle à cette arête, la somme ^ — =^^ — 
étendue aux six arêtes est nulle. (Faure, N. A., 1185.) 

{DemartreSj 76, 56 1.) 

140. Soient A un ombilic d'une surface du second degré 
donnée (S), et p le second point d'intersection de la normale en 
ce point avec la surface. On joint un point quelconque m de la 
surface (S) aux points p et A; par ce dernier point et perpendi- 
culairement à la droite Am, on mène un plan qui coupe pm en 
un point \x. 

Le point jj. décrit un plan parallèle aux sections circulaires de 
la surface (S). (Genty, N. A., 1203.) 

{Jacob j 76, 33 1.) 

141. Si une surface du second ordre a pour équation 

AiF* -H k'y^ 4- M'z'^ 4- 2 Byz -h a Wxz -4- i Wxy 

H- 2Ga7-i-2G'j^-+- 2.(yz — i = 0, 

et si cette équation représente deux plans, les coefficients sont 
liés par les trois relations 

MNP 

{^) 5^-^F'^'-^g-^^' = «' 

(3) MG'-f- NG'« -h PG'î — I = o. 

(') Généralisation. 
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— » 




{Bourguet, 


76, 


333 


•) 
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Dans ces relations on a posé 

ï _ A^ BB'' I _ BB' 

(Hioux, N. A., 1204^.) 

1^2. Sur une normale menée par un ombilic O à une surface 
du second degré, il existe un point P tel, qu'en menant par ce 
point une transversale rectiligne, rencontrant la surface en des 
points M, M', l'angle MOM' est constamment droit, quelle que 
soit la direction donnée à la transversale. Et le plan polaire du 
point P, par rapport à la surface considérée, est parallèle à un 
plan cyclique de cette surface. (N. A., 1228.) 
{Jamet, 78, 83.) ' 

143. Dans les surfaces du second ordre à centre unique, ce 
centre pouvant d'ailleurs être situé à distance finie ou infinie, 
le lieu des points tels que les génératrices rectilignes, réelles ou 
imaginaires, soient orthogonales, est donné par l'intersection, 
réelle ou imaginaire, de la surface considérée, avec la sphère de 
Monge, relative à cette même surface. (Escary, N. A., 1247.) 
{Dunoyer, 78, 23o.) 

*144. Soient A, B, G, D et a, b, c, dj e, f les aires des faces 
et les longueurs des arêtes d'un tétraèdre donné; Vson volume; 
M un point d'une surface du second ordre circonscrite à ce 
tétraèdre, et telle que le plan tangent de cette surface en chacun 
des sommets du tétraèdre soit parallèle à la face opposée; a, p, 
Y les demi-axes de la surface; (^, v', v"^ v'^ les volumes des 
tétraèdres ayant respectivement pour bases les faces du tétraèdre 
donné et pour sommet le point M : on a les relations 

«2 _|_ ft2 4_ ^2 = A (a2 -f- 6» 4- C2 -f- éf2 -+- C« -h/*), 

a2 p2 _|_ «2 .^2 ^- p8^2 = A ( A« -h B> -+- G2 -i- D>), 

«232^2= ^V*. (Genty, N. A., 1319.) 
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*145. Si une surface du second degré coupe les trois axes rec- 
tangulaires des coordonnées en des points ayant pour coordon- 
nées a^i, a?2, /i, ^8, Zij Zi, on a, lorsque les axes se transportent 
parallèlement à eux-mêmes, 

(Steiner, N. C, 187.) 

146. Étant donnés un tétraèdre ABGD et deux points M, M', 
on mène par ceux-ci les six droites qui s'appuient sur deux 
arêtes opposées du tétraèdre. On obtient ainsi sur les arêtes 
douze points qui sont sur une même surface du second ordre. 
Trouver l'équation de cette surface en fonction des coordonnées 
tétraédriques de M et M'. (Neuberg, M., 324.) 

{Mosnatj 87, 120.) 

147. Trouver l'équation du cône ayant pour sommet le centre 
d'une surface du second ordre et admettant pour génératrices 
les trois axes de coordonnées rectangulaires et les trois axes de 
la surface. (E. Lucas, J. S., 15 bis.) 

{Toqué, 83,91.) 



PLUS D'UNE QUADRIQUE. 

148. Lorsque plusieurs surfaces du second ordre 2 sont cir- 
conscrites à une surface S du même ordre, tout plan cyclique 
de S coupe les surfaces S suivant des courbes dont les focales 
passent toutes par les deux mêmes points, qui sont réels ou ima- 
ginaires suivant que l'intersection de S et du plan considéré est 
imaginaire ou réelle. (Gros, N. A., 288.) 

(63, 343.) 

149. Soient deux surfaces du second ordre S et T ; ABGD le 
tétraèdre conjugué par rapport à ces deux surfaces, et r la 
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courbe gauche d'intersection de S et T. Les plans polaires d'un 
point P, par rapport aux diverses surfaces du second ordre pas- 
sant par la courbe r, tournent autour d'une droite A; les plans 
menés par la droite A et les sommets du tétraèdre ABGD forment 
un faisceau dont le rapport anharmonique est constant quel que 
soit le point considéré P. 

Plus particulièrement, les plans menés par une tangente quel- 
conque à la courbe gauche r par les sommets du tétraèdre ABGD 
forment un faisceau dont le rapport anharmonique est constant. 

(Painvin,N.A.,836.) 
{Barbier j 68, 445; Fouretj 69, 86)(i). 

150. On donne deux surfaces du second degré homofocales A 
et B ; par une droite D, prise arbitrairement dans l'espace, on 
mène des plans tangents à cette surface. 

Soient b et 6' les points où deux de ces plans tangents tou- 
chent la surface B, a le point où l'un des plans touche la sur- 
face A; les droites ab, ab' sont dans le même plan que la nor- 
male en a à la surface A, et sont également inclinées sur cette 
normale. (Laguerre, N. A., 845.) 

{Barbier, 69, 38.) 

151. Étant donné un faisceau de surfaces du second degré, 
ayant même intersection, si par un point A, pris sur une de ces 
surfaces, on mène une section plane normale à cette surface, et 
les demi-diamètres des autres surfaces parallèles à la tangente à 
la section au point A, ainsi que les plans polaires de ce point 
par rapport à ces surfaces; si l'on prend, à partir du point A et 
dans la direction des normales à ces plans polaires, des troi- 
sièmes proportionnelles aux demi-diamètres et aux distances 
correspondantes des plans polaires aux centres des surfaces, les 
extrémités de ces droites et le centre de courbure de la section 
faite dans la première surface sont en ligne droite. 

(AousT, N. A., 904. ) 
{Moret'Blanc, 74, 43i.) 

(*) Généralisation. 
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152. On a deux surfaces homofocales du second degré A et B ; 
en deux points M et M' de la première on mène les normales qui 
rencontrent la seconde en quatre points. 

Démontrer que le plan mené par le milieu de la corde MM', 
et perpendiculairement à cette corde, passe par le milieu de 
Tune des cordes qui joignent les points d'intersection des nor- 
males avec la seconde surface (*). (LàguerrE; N. A., 960.) 

{Laguerre, 70, 46.) 

153. Reconnaître les différentes surfaces représentées par 
Téquation 

a H b h I = G, 

X y 

quand a et ^ prennent toutes les valeurs possibles. 

Trouver le lieu des centres de ces diverses surfaces. 

Indiquer les particularités relatives aux axes des coordonnées, 
aux sections planes. 

Peut-il y avoir des sections circulaires? 

Les surfaces en question peuvent-elles être de révolution? 

Montrer que leur enveloppe est une surface du second ordre, 
lorsque le produit ah reste constant. (Brocard, N. A., 972.) 

{Gallois j 73, 4îo.) 

154. On donne deux surfaces fixes du second ordre; on ima- 
gine une droite D telle que les plans tangents aux points où elle 
rencontre deux surfaces se coupent en un même point M : 

I® Lorsqu'on se donne le point M, il y a une droite D, et une 
seule, satisfaisant à la question; elle est l'intersection des plans 
polaires du point M par rapport aux deux surfaces; 

2° Lorsque le point M décrit une droite fixe, la droite D décrit 

(») Une erreur s'est glissée dans la rédaction de la question 9C0. Il existe 
bien, pour chaque surface du second ordre, un groupe de surfaces du 
même ordre qui jouissent de la propriété indiquée, mais ces surfaces ne 
sont pas homofocales à la première. 

{Extrait d'une lettre de Laguerre à Bourget.) 
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une surface du second ordre circonscrite au tétraèdre conjugué 
par rapport aux deux surfaces ; 

3^ Lorsque la droite D se meut sur un plan fixe, le point M 
décrit une cubique gauche. (Painvin, N. A., 1040.) 

(Doucet, 72, 5i2.) 

155. On donne deux surfaces fixes du second ordre, qui se 
raccordent suivant une droite unique AB. 

I® Les pôles d'un même plan, P, par rapport aux deux sur- 
faces, sont sur une droite A qui rencontre la ligne AB. 

2^ Lorsque la droite A décrit un plan fixe passant par AB, \% 
plan P tourne autour d'un point fixe également situé sur AB. 

3° Lorsque le plan P tourne autour d'une droite ûxe, la droite A 

décrit une surface du second ordre passant par la ligne AB. 

(Painvin, N. A., 1041.) 
(Doucet, 72, 288.) 

156. Étant données les équations 

(i) 5x^-\- 5y-— z^-\-&ox — iiz = Oj 

(2) 25x^-^- i5y^ -h z^ — i5a:-5 = o, 

(3) y5x^-\- y5y^-\-7.z^'\- 5yz — i5xz =zOj 

représentant des surfaces rapportées à un même système d'axes 
rectangulaires, on demande : i°de trouver le genre de chaque 
surface; 2** de trouver l'intersection des surfaces (i) et (2); 3° de 
trouver les projections, sur les plans coordonnés, de Tintersec- 
tion des surfaces (t) et (3). (Lebon, N. A., 1328.) 

(Moret-Blancy 81, 333.) 
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LIEUX GÉOMÉTRIQUES ET ENVELOPPES. 



LIEUX GÉOMÉTRIQUES DE POINTS. 



liieux relatifs à des figures rectilignes. 

157. Si le côté AB d'un triangle donné ABC est inscrit dans 

Tangle fixe MON, l'inclinaison du plan du triangle sur le plan 

MON étant donnée, le lieu du point G dans Tespace est une 

ellipse dans laquelle la somme algébrique des demi-axes est 

égale au diamètre du cercle circonscrit au triangle AOB. 

(Tbrqubm, N. a., 91.) 
(Faure, 45, i86.) 

158. Trouver et discuter l'équation de la surface qui jouit de 

cette propriété, que la somme des distances de chacun de ses 

points aux deux côtés d'un angle droit est constante. 

(N. A., 192.) 
{Dupairij 60, 67.) 

159. Résoudre la question précédente pour les trois côtés d'un 
angle trièdre trirectangle. (N. A., 193.) 

160. Les trois sommets A, B, G d'un triangle et les trois 
sommets A', B', G' d'un tétraèdre sont donnés; par un point 
quelconque M dans le plan du triangle ABC, on mène les droites 
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MA, MB, MC; on prend dans l'espace un point S tel, que dans 
le tétraèdre SA'B'C on ait 

SA'=MA, SB'=MB, SG'=MC; 

le lieu du point S est une surface du second degré. 

(Jacobi, N. a., 228.) 
(Lecointe, 52, 3i4.) 

161. Les quatre faces d'un tétraèdre passent, chacune, par un 
point fixe ; les trois côtés de Tune des quatre faces sont assu- 
jettis à rester, chacun, sur un point fixe : trouver le lieu géo- 
métrique du sommet du tétraèdre opposé à cette face. 

Ce lieu est, en général, une surface du troisième degré, qui se 
réduit à un cône du second degré quand ces quatre points fixes 
sont situés sur un même plan. (Salmon, N. A., 637.) 

{Harangy Beltrami, 63, i46, i8c, 184.) 

162. On donne trois droites quelconques D^, De, De; un 
triangle dont les côtés sont A, B, G et un point o dans le plan 
de ce triangle. 

Par le point o on mène un plan quelconque qui coupe les 

droites données en a, 6, c. Les plans (A, a), (B, 6), (G, c) se 

coupent en un point m, dont on demande le lieu lorsqu'on fait 

varier le plan qui passe par le point o. 

(Mannheim, n. a., 1132.) 
{Bourguet, 75, 87.) 

163. On donne un triangle dont les côtés sont A, B, C, un 
trièdre dont le sommet est un point du plan de ce triangle et un 
point quelconque o. 

Parle point o, on mène une transversale quelconque qui coupe 
les faces du trièdre aux points a, 6, c. 

Les plans (A, ût), (B, 6), (C, c) se coupent en un point m 
dont on demande le lieu lorsqu'on fait varier la transversale qui 
passe en o. (Mannheim, N. A., 1133.) 

{Bourguetj 75, 87.) 
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164. On donne le plan et les trois angles d'un triangle ABC 
dont un sommet A est fixe; trouver le lieu géométrique des 
points de l'espace d'où les trois côtés du triangle sont vus sous 
des angles droits. 

On suppose que les trois angles donnés sont aigus. 

(N. A., 1374.) 

{Goffart, 81, 524.) 

*165. Soient ABC, A'B'C deux triangles situés d'une manière 
quelconque dans l'espace. Le lieu d'iin point P, tel que les trois 
droites menées par P, et s'appuyant, respectivement, sur les 
couples de droites (AB, A'B'), (BC, B'C), (CA, C'A'), sont 
situées dans un même plan, est l'hyperboloïde passant par les 
droites AA', BB', CC. (Neuberg, N. C,, 121 .) 

166. Trouver la surface lieu des points de vue qui donnent 
pour perspective, sur un plan fixe, d'un segment de droite fixe 
de longueur donnée, un autre segment de longueur constante. 

Transformer le mode de génération, de manière à mettre en 

évidence les sections circulaires. 

(Larrivet, n. C, 274; M., 434.) 
{Brocard, M., 86, 43.) 

167. Trouver le lieu géométrique des points de l'espace jouis- 
sant de cette propriété : si l'on abaisse des perpendiculaires sur 
les côtés (prolongés s'il est nécessaire) d'un triangle donné arbi- 
trairement, la perpendiculaire à l'un des côtés, pris pour base, 
est toujours moyenne proportionnelle entre les perpendiculaires 
aux deux autres côtés. (Van Haarst, N. C, 310.) 

{Dubois, 80, 176.) 

168. Lorsque trois points d'une droite glissent sur les faces 
d'un trièdre, un quatrième point de cette droite décrit un ellip- 
soïde; démontrer que le volume de l'ellipsoïde est indépendant 
de l'inclinaison des faces du trièdre. (Ed. Lucas, M., 64.) 

( Verstraeten, 82, 79) (*). 

(') Voir aussi 81, 182; 82, 87. 
V. — G, an. 3 dim. 4 
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169. Si trois points d^une droite glissent sur trois plans qui 
se coupent, on sait, par le théorème de Dupin, qu'un quatrième 
point de cette droite décrit un ellipsoïde. Démontrer que le 
volume de cet ellipsoïde est indépendant dePangle des plans (^). 

(Ed. Lucas, J. M., 383.) 

170. Trouver le lieu du point dont la distance à une ligne fixe 
est dans le rapport donné avec la somme ou la différence de ses 
distances à deux points fixes. (J. S., 18.) 

{Clément j 86, aSg.) 

171. On donne cinq points sur une droite. Celle-ci se déplace 
de manière que quatre de ces points décrivent les quatre faces 
d'un tétraèdre. Le cinquième point décrit une ellipse. 

(Mannheim.) 

Lorsqu'un des quatre points se déplace sur la droite, cette 

ellipse varie. Prouver que le lieu de son centre est une autre 

ellipse et définir les éléments de cette dernière courbe. 

(Amigues, j. s., 226.) 
{Rezeau, 90, 253.) 

172. Deux sommets, A, B, d'un triangle ABC sont fixes; le 
troisième parcourt une droite non située dans un même plan 
avec AB. On ramène toutes les positions du triangle dans un 
même plan, par des rotations autour de la base AB. Le lieu de C 
est alors une hyperbole; déterminer le centre, les axes et les 
asymptotes de cette courbe. (Neuberg, J. S., 246.) 

{Laisanty 88, i85.) 

173. Une droite se déplace de façon que trois de ses points 

restent sur trois plans parallèles à une même droite. Démontrer 

qu'un point de la droite mobile se déplace sur un plan. 

(Mannheim, J. S., 263.) 
(Tarry, 89, i38; 91, 282.) 

(*) On remarquera que les deux énoncés 168 et 169 sont identiques. 
Nous ne les avons maintenus Tun et l'autre qu'à cause de la légère diffé- 
rence des rédactions. 
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Lieux relatifs à des quadriques. 

ilh, Étanl donné un cône du second degré, trouver le lieu du 
point d'où ce cône est vu sous un angle donné. (N. A., 490.) 

(Niebylowskiy 66, i32.) 

175. Un angle trièdre trirectangle mobile a son sommet en un 
point fî\e pris sur une surface quelconque du second ordre; le 
plan déterminé par les intersections de ses trois arêtes avec cette 
surface passe constamment par un même point de la normale 
issue du sommet fixe de Fangle trièdre. On demande le lieu de 
ce point, lorsque le sommet du trièdre parcourt la surface 
donnée. (Mannheim, N. A., 624.) 

( Schnée, Beltrami, 62, 345; 63, aog.) 

176. Trouver sur la surface d'un hyperboloïde à une nappe le 
lieu géométrique d'un point tel, que les deux génératrices rec- 
tilignes menées par ce point fassent un angle donné. 

Cas particulier où l'angle donné est droit. (N. A., 638.) 

(Hansj 63, i52.) 

177. Trouver sur la surface d'un paraboloïde hyperbolique le 
lieu géométrique d'un point tel, que les deux génératrices rec- 
tilignes menées par ce point fassent un angle donné. 

Cas particulier où Tangle donné est droit. (N. A., 639.) 

(Lhuillier, 63. i49, i54.) 

178. Un ellipsoïde donné tourne autour d'un point fixe donné 

sur l'un de ses axes de symétrie; trouver le lieu des pôles d'un 

plan fixe donné par rapport aux diverses positions de l'ellipsoïde. 

(Lafont, n. a., 922.) 
{^Schlegelj 69, 54^.) 

179. Une sphère de rayon constant se déplace en restant lan- 
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gente à une droite et à un cyJindre de révolution donnés; trouver 
le lieu du point de contact sur le cylindre. 

(Mannueim, N. a., 1072.) 

{Fouretj 74, 202.) 

180. Étant donné un ellipsoïde et un point A, on mène par ce 
point une sécante variable D; soit D, la droite conjuguée de D 
par rapport à Tellipsoïde. Trouver le lieu de la projection M du 
point A sur la droite Dj. (Barbarin, N. A., iUllk.) 

{Moret'Blanc, 83, 376.) 

181. Par un point O de l'espace, on abaisse des perpendicu- 
laires sur trois plans diamétraux conjugués d'une quadrique et 
Ton mène le plan passant par le pied de ces trois perpendiculaires. 
Ce plan et les plans analogues obtenus en faisant varier le sys- 
tème des trois plans diamétraux conjugués passent par un même 
point M. Trouver le lieu du point M lorsque, le point O restant 
fixe, la quadrique tourne autour d'une droite. 

(Pellet, n. a., 1478.) 

182. Étant donnés deux plans fixes, on considère deux sphères 
de même rayon tangentes entre elles et touchant chacune un des 
deux plans. 

Le point commun à l'une des deux sphères et au plan corres- 
pondant étant donné, on demande le lieu du point commun aux 
deux sphères lorsqu'on fait varier leur rayon. 

(Geneix-Martin, n. a., 1542.) 

183. On donne deux paraboloïdes semblables, semblablement 
placés, et ayant même axe principal. On mène à l'une de ces 
surfaces des plans tangents qui coupent l'autre suivant des cir- 
conférences. Quel est le lieu des points de contact de ces plans 
tangents? (Escary, N. C, 319.) 

184. Soient OA, OB, OC les demi-axes d'un ellipsoïde. En 
un point quelconque M de la surface, on mène une normale M/w 
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rencontrant le plan AOB en m; on élève la droite m M' perpen- 
diculaire au plan AOB et égale k Mpi, Trouver l'équation du 
lieu du point M'. 

Lorsque M se meut sur l'ellipse AB, m décrit une autre 
ellipse E. Expliquer l'existence des points du lieu précédent, 
qui se projettent à l'extérieur de E. (M., 237.) 

{Neubergy 84, 227.) 

185. Sur une base fixe ABC, on construit des tétraèdres ABGD 
tels, qu'on puisse inscrire une sphère aux six arêtes. Le lieu du 
somnaet D se compose de quatre coniques. (Neuberg, M,, 255.) 

{Jamety 84, i4o.) 

186. Trouver le lieu des points de contact d'une série de sur- 
faces homofocales du second degré avec des plans passant par 
une droite donnée ou par un point donné. (J. S., 21.) 

{Barthe, 87, i65.) 

187. Dans un plan mené par un des axes d'un ellipsoïde, on 
trace une circonférence ayant pour centre le cen tre de l'ellipsoïde ; 
puis on mène tous les plans tangents à l'ellipsoïde et qui con- 
tiennent une tangente à la circonférence. Construire les projec- 
tions du lieu des points de contact sur le plan de la circonférence 
et sur un plan perpendiculaire à l'axe de l'ellipsoïde situé dans 
ce plan. (L. Lévy, J. S. 139.) 

188. 1** Lorsque quatre points d'une droite sont assujettis à 
rester sur quatre quadriques ayant un diamètre commun et ho- 
mothétiques deux à deux, il existe, sur la droite, un point par- 
ticulier qui décrit une courbe plane; tout autre point de la 
droite décrit une courbe située sur unequadrique homothétique 
à l'une quelconque des premières et admettant leur diamètre 
commun pour un de ses diamètres. 

2° Lorsque quatre points d'une droite décrivent des courbes 
situées sur des quadriques appartenant au réseau qui, dans un 
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système d'axes rectangulaires, correspond à l'équation 

/(^» r ) + ^ (^* + ^* -^ -2* ) + 1^ = o» 
dans laquelle /(a:, y) représente une fonction homogène du 
second degré, X et [jl étant deux paramètres, tout autre point de 
la droite décrit une courbe située sur une surface appartenant 
à la famille. (Pellet, J. S., 322.) 

Autres générations. 

189. On donne une conique et deux points A et B dans l'es- 
pace. Par ces deux points, on mène un plan qui rencontre la 
conique en deux points A' et B'. Trouver le lieu du point M 
d'intersection des couples de droites (AA', BB') et (AB', BA'). 
Cas particuliers. (Brocard, N. A., 1065.) 
{Dewulfy 72, aSg.) 

'190. On donne une ellipse, on prend le triangle acb formé 
par les deux tangentes ca^ cb à cette courbe et la corde de con- 
tact aby et l'on détermine un point m d'où l'on voit, sous des 
angles droits, les côtés du triangle abc. Quelle est la surface lieu 
des points tels que m, lorsqu'on prend tous les triangles ana- 
logues à acbl (Mannheim, N. A., 1363.) 

191. On donne, dans un plan horizontal, deux tiges sur les- 
quelles roule une surface de révolution dont la courbe méri- 
dienne admet deux axes de symétrie, et dont l'équateur reste 
dans le plan vertical de la bissectrice de l'angle que forment les 
tiges. Le lieu du centre de la surface mobile est une courbe de 
même nature que la méridienne. 

Définir cette courbe lorsque la surface de révolution est un 
cône (le double cône des expériences de Physique), une sphère 
ou un ellipsoïde. (Brocard, N. C, 285; M., 4-36.) 
{Anderson, M., 90, 87.) 

192. En un point quelconque M {Xy y, z) de la surface ayant 
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pour équation F(^, y, z) = Oy on mène le plan tangent, qui 

coupe les axes OX, OY, OZ aux points A, B, G. On construit le 

parallélépipède ayant pour arêtes OA, OB, OC ; soit M' le sommet 

opposé à O. Trouver le plan tangent au point | M' de la surface 

engendrée parce point lorsque M se déplace sur la surface donnée. 

(Neuberg, m., 741.) 
( Absolonne, 92, i46.) 

193. On donne l'équation d'une surface à laquelle on peut 
mener k normales d'un point quelconque. Indiquer comment on 
trouvera le milieu du point M tel que la somme des carrés de ces 
normales soit égale à /*. 

Si M est un point du lieu et G le centre des moyennes distances 
des pieds des normales menées du point M, faire voir que la 
droite MG est normale, au point M, à la surface lieu des points M. 

Faire le calcul pour la surface représentée par l'équation 

y^ -h mz^ = ipx, 

et montrer que dans ce cas la surface, lieu des points M, est du 
second ordre. (Amigues, J. S., 180.) 



Lieux de centres et de foyers. 

194. Déterminer le lieu géométrique du centre d'une sphère 
qui coupe sous des angles donnés, a, 6, -f, trois sphères données 
A, B, G. (N. A., 787.) 

(Willière, 70, 2340 (*) 

*195. On donne dans l'espace deux droites A et B. Une hyper- 
bole H doit avoir la droite A pour directrice et être un méridien 
d'une surface gauche de révolution contenant la droite B. On 
demande le lieu du foyer de H, correspondant à la directrice A. 

(Halphen, N. A., 1502.) 



(«) Voir aussi 67, 476. 
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*196. Le lieu des foyers des sections faîtes dans un ellipsoïde 
de révolution aplati, par un faisceau de plans passant par une 
même droite parallèle à Taxe de révolution, est une podaire d'el- 
lipse. (FouRET, N. A., 1539.) 

*197. Le lieu des foyers des sections faites dans un cylindre 
parabolique par un faisceau de plans passant par une même 
droite perpendiculaire au plan diamétral principal du cylindre, 
est une podaire de parabole, f Fouret, N. A,, 1540.) 

*198. Par tous les points d'une conique, on mène, dans une 
direction donnée, des droites parallèles et égales au rayon focal 
correspondant : le lieu des extrémités est une conique. Trouver 
le lieu des centres et des foyers de cette conique, lorsque Ton 
fait varier la direction donnée, dans le plan ou dans Tespace. 

(Ed. Lucas, N. C, 376.) 

*199. On coupe un ellipsoïde : 

1° Par des plans parallèles à un plan donné; 

2° Par des plans passant par une droite donnée; 

3° Par des plans passant par un point donné. 

Trouver les lieux décrits par les foyers de ces sections dans les 
trois cas. (J. M., 332.) 

200. On donne dans les plans des zx et desyz deux coniques 
tangentes à Taxe O^ à l'origine des coordonnées; on demande 
l'équation générale des surfaces du second ordre contenant ces 
deux coniques et le lieu des centres de ces surfaces. Discuter le 
lieu obtenu et étudier comment il varie avec la nature des co- 
niques données. (J. M., 373.) 

201. Étant données deux paraboles situées, l'une dans le plan 
des zx, l'autre dans le plan des yz, et ayant deux points com- 
muns situés sur O^, on demande de trouver le lieu des centres 
des surfaces du second degré qui contiennent ces deux paraboles. 
Séparer sur ce lieu les portions qui répondent aux divers genres 
de surfaces qui peuvent contenir les deux paraboles données. 

(J. M., 398.) 
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202. Oq donne en coordonnées rectangulaires un paraboloïde 
ayant pour équation 

1° Lieu des foyers des sections parallèles à son axe. 
2° Lieu des foyers des sections dont les plans sont tangents à 
un cylindre parallèle à Taxe; cas où ce cylindre a pour équation 

ou bien 

ay^ = x^» 

3® Que doit être ce cylindre pour que la courbe, lieu des 
foyers, soit sur un autre cylindre représenté par Téquation 

(a72 + j2)3 = a^yz + b^ x^t (Amigues, J. S., 70.) 

203. Lieu du centre d'une surface du second ordre qui passe 
par une ellipse donnée et par deux points symétriques par rap- 
port au plan de cette ellipse. Le lieu cherché est une surface 
que Ton décomposera en régions dont les points soient des 
centres de surfaces de même genre. (Auigues, J. S., 105.) 

( Vessiot, 85, 258.) 

204. On fait une section droite dans un cylindre parabolique. 

Par le foyer de cette section, on mène dans le plan de la courbe 

une perpendiculaire à Taxe, qui coupe la courbe en deux points 

A et B. Au point A, on mène dans le plan de la parabole la 

normale AM à cette courbe; puis, par AM, on fait passer des 

plans variables. Lieu des foyers des paraboles suivant lesquelles 

ces plans coupent le cylindre. Ce lieu est une courbe plane. 

(Amigues, J. S., 124.) 
(Rat, 87, 88; 89, 282.) 

205.. On considère l'une des surfaces du second ordre qui 
passent par les quatre côtés d'un quadrilatère gauche, et un 
plan. La section est une conique dont on demande les foyers. 



Digitized by 



Google 



58 TROISIÈME PARTIE. — LIEUX GÉOMÉTRIQUES ET EKTELOPPES. 

Lieu de ces foyers quand la surface change; lieu des foyers 
lorsque, la surface restant la même, le plan se déplace parallèle- 
ment à lui-même. (Amigues, J. S., 145.) 

206. Par Tintersection de deux quadriques de révolution on 
ne peut faire passer d'autres quadriques de révolution que si 
leurs axes sont rectangulaires ou parallèles. 

S'ils sont rectangulaires, on n'en peut faire passer qu'une : 
les axes des trois quadriques sont rectangulaires deux à deux. 

S'ils sont parallèles, on en peut faire passer une infinité; le 
lieu des foyers de leurs méridiennes est une cubique plane. 

(Amigues, J. s., 290.) 

207. On considère deux quadriques de forme invariable, 
l'une fixe, l'autre mobile. Elles sont assujetties à se couper sui- 
vant une circonférence, le reste de leur intersection étant, 
naturellement, une courbe plane. On demande le lieu du centre 
de la surface mobile. 

Pour ne parler que des parties réelles du lieu, on vérifiera 
que : 

1° Dans le cas général, on trouve une surface du sixième 
ordre ; 

2° Dans le cas où la surface fixe est de révolution, on trouve 
«ne surface de révolution, du quatrième ordre, ayant pour 
méridienne une conique et, de plus, un plan double; 

3° Dans le cas où la surface mobile est de révolution, le lieu 
se compose de coniques (Concours général de i863); 

4° Si les deux surfaces sont de révolution, le lieu est une 
droite. (Amigues, J. S., 311.) 



Lieux de sommets. 

*208. On donne une cyclide et une sphère; leur courbe d'in- 
tersection est une courbe du quatrième ordre, par laquelle on 
peut faire passer quatre cônes. Deux des sommets de ces cônes 
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se trouvent respectivement sur chacun des axes de la surface (*). 
Lorsque le ceiitre de la sphère est fixe et que son rayon varie, 
ces deux sommets décrivent les axes : quel est le lieu décrit par 
les sommets des deux autres cônes? (Laguerre, N. A., 1058.) 

209. Le lieu des sommets des paraboloïdes hyperboliques 
passant par deux droites non dans un même plan est un conoïde 
droit; chercher ses sections par des plans parallèles à son axe. 

(De Saint-Germain, N. A., 1122.) 

{Dewulf, 74, 444) 

210. Etant données deux droites non situées dans un même 
plan, les paraboloïdes hyperboliques qui passent par ces deux 
droites ont tous un plan directeur commun; trouver le lieu des 
sommets de ces surfaces lorsque les seconds plans directeurs 
passent par Une troisième droite donnée non parallèle au plan 
des deux premières. Trouver le lieu des sommets de ces sur- 
faces lorsque les seconds plans directeurs forment avec le pre- 
mier un angle donné. (Dewulf, N. A., 1142.) 

{Moret'Blanc, 76, 5i4; 77, 32.) 

211. On sait que les six normales menées par un point à une 
surface de second ordre sont sur un même cône du second degré. 
On propose de trouver le lieu que doit décrire le sommet S de 
ce cône pour que les différents cônes obtenus admettent les 
mêmes plans cycliques. (Gambey, N. A., 1270.) 

(79, 466.) 

212. Étant donnés, dans l'espace, deux cercles, trouver le 
lieu d'un point qui soit le sommet commun de deux cônes sem- 
blables construits sur les deux cercles. (Neuberg, M., 592.) 

{Emmerichy 88, io3.) 

(*) Voir Mannheim, Applications (N. A., 60, 73). 
« Les axes de la cyclide sont les droites fixes par lesquelles passent res- 
pectivement les plans des lignes de courbure de chaque système. » 

{Note de Laguerre.) 
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213. On considère une surface û\e du second degré, et une 
série de surfaces homothétiques du second degré circonscrites 
à la première. Trouver le lieu des sommets des cônes de révo- 
lution circonscrits à ces surfaces. (J. S., 20.) 

(Barthe, 87, iS;.) 

214. Lieu des sommets des paraboloïdes qui passent par une 

parabole donnée et par deux points donnés symétriques par 

rapport au plan de la parabole. On distinguera les parties du 

lieu qui sont des sommets de paraboloïdes elliptiques et celles 

qui sont des sommets de paraboloïdes hyperboliques. 

(Amigues, J. s., 103.) 
(Rat, 85, 281.) 

215. Une surface du second degré a un centre donné et passe 
par un cercle donné. Lieu des sommets. On distinguera les 
points du lieu suivant la nature de la surface dont ils sont les 
sommets. (Amigues, J. S., 104.) 

216. On donne deux points A et A' et le milieu O de la droite 
qui les joint. On imagine toutes les surfaces de révolution du 
second ordre qui passent en A et A' et dont toutes les méri- 
diennes ont pour foyer le point O. 1° Lieu des points de con- 
tact des plans tangents perpendiculaires à AA'; 2<»lieu des pôles 
d'un plan donné par rapport à ces surfaces; 3** en supposant 
Texcentricité de la méridienne donnée, on demande Je lieu des 
pôles d'un plan donné, le lieu des sommets, le lieu des centres. 

(Amigues, J. S., 138.) 
(Martin, 89, a35.) 

217. On donne deux points A et A' elle milieu O de la droite 
qui les joint. On imagine toutes les surfaces de révolution du 
second ordre qui passent en A et en A' et dont toutes les méri- 
diennes ont pour foyer le point O. 

1° Lieu du point de contact du plan tangent perpendiculaire 
à AA'; 
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2° Lieu des pôles d'un plan donné par rapport à ces surfaces; 

3** En supposant l'excentricité de la méridienne donnée, on 
demande le lieu des pôles précédents, le lieu des sommets de la 
surface, le lieu du centre de la surface. Vérifier géométrique- 
ment les résultats simples que Ton trouvera (*). 

(Amigues, J. S., 168.) 
{Martin, 89, 235.) 



LIEUX GÉOMÉTRIQUES DE LIGNES. 



Lieux de droites. 

218. Une droite est parallèle au plan d'une conique; un plan 
de direction donnée coupe la droite et la conique en trois points, 
formant les sommets d'un triangle; trouver : i® l'équation de la 
surface engendrée par les côtés du triangle qui vont de la paral- 
lèle à la conique; 2^ dans quel cas les sections planes de cette 
surface sont-elles des coniques; 3° évaluation du volume. 

(Wallis, N. a., 145.) 

{Faure, 52, 189.) 

219. Deux points matériels parcourent d'un mouvement uni- 
forme, avec des vitesses données en grandeur et en direction, 
deux droites situées dans l'espace; trouver l'équation de la sur- 
face décrite par la droite variable qui passe par deux positions 
simultanées des points matériels. (N. A., 404.) 

(Journeaux, 58, 264.) 

220. On donne un cylindre droit vertical; une hélice tracée 
sur ce cylindre; une sphère inscrite dans ce cylindre. Une droite 

(») On remarquera que les deux questions 216, 217 sont pour ainsi dire 
identiques, ne présentant qu'une légère différence de rédaction, et font 
l'objet d'une solution unique. 
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horizontale se meut en s^appuyant sur l'hélice et restant tan- 
gente à la sphère inscrite; étudier la surface que la droite 
engendre (*). (Dewulf, N. A., 559.) 

{Lepage, 67, 5o4.) 

221. Quelle est la surface engendrée par une droite qui glisse 
sur deux autres A et B de telle sorte que, dans chacune de ses 
positions, l'angle qu'elle fait avec A est égal à l'angle qu'elle fait 
avec B. (Desgranges, N. A., 587.) 

{Blanché'Arrault, 61, 297; 62, iSg.) 

222. Une droite glisse sur deux autres non situées dans un 
même plan, de telle sorte que la partie interceptée entre elles 
soit constamment vue sous un angle droit d'un certain point de 
Tespace; cette droite engendre une surface gauche du second 
ordre. (Bobillier, N. A., 623.) 

{SchnéCj 62, 3 18, 879; 63, 325.) 

223. On donne une surface conique du second degré sur 
laquelle on peut placer un trièdre trirectangle; on sait qu'on 
peut en placer alors une infinité; par les trois arêtes de l'un de 
ces trièdres on mène des plans normaux à cette surface ; ces trois 
plans se coupent suivant une même droite dont on demande le 
lieu, lorsqu'on déplace le trièdre sur la surface conique. 

(Manniieim, n. a,, 649.) 

{Cayla, 66, 4o.) 

224. Les faces d'un dièdre droit doivent rester tangentes à un 
ellipsoïde donné et l'arête de ce dièdre doit rencontrer deux 
droites fixes quelconques. On demande le lieu de cette arête. 

(Mannheim, n. a., 1091.) 

(Genty, 74, 109.) 

225. Soit 
X — air -h by -h cz -hdt, 



I Y = aïo; -h biy-^ CiZ -\- dit. 
(») On rencontre cette surface dans certains travaux. 
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Si a, 6, c, dy «1, ôi, c,, rfj sont des fonctions données d'un 
paramètre arbitraire, la droite mobile 

X = o, Y = o 

engendrera une surface réglée ; Téquation de la surface du second 
ordre passant par trois droites infiniment voisines de la surface 
engendrée sera 



(2) 
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= o; 



a', y y . . ., ai, b\y . . ., a", b\ . . ., a\y ^î, . . . sont les dérivées 
premières et secondes des fonctions a, 6, r. . ., a^, ^j, . . ., par 
rapport au paramètre dont elles dépendent; X, Y sont définis 
par les égalités ( i ), et Ton a posé 



(3) 



X'=a'a? -^b'y -\-c'z -{-dt, 
Y' = a\x-^ b\y -^c\z-^ d\ t, 

(Painvin, N. A., 1184.) 



{Pravaz, 77 j 42.) 

226. On donne un plan (P) et une droite fixe (D) qui ren- 
contre le plan en un point O. Par la droite (D) on mène un plan 
(tt) qui coupe (P) suivant une droite Ont; on élève sur 0/n, 
dans le plan (ir), une perpendiculaire 0(i; quel est le lieu de 
cette perpendiculaire? (Genty, N. A., 1271.) 

(Lacazette, 78, 473.) 

227. Trouver le lieu des normales à un ellipsoïde, parallèles 
à un même plan. (Brocard, N. C, 169; M., 232.) 

{Mosnat, M., 87, aSi.) 

228. Lorsque les extrémités d'une droite de longueur con- 
stante glissent sur deux droites de l'espace, cette droite en- 
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gendre une surface du quatrième ordre. Démontrer que le 
volume compris entre cette surface et deux plans fixes paral- 
lèles aux deux plans parallèles aux deux droites ne varie pas, 
lorsque les deux directrices se déplacent d^une manière quel- 
conque dans deux plans parallèles aux plans donnés. 

(Ed. Lucas, M., 63.) 
{Jamet, 81, i8o; S2, 37.) 

229. Soient OA, OB deux diamètres conjugués de Tellipsede 
gorge d'un hyperboloïde. Trouver : 1° le lieu des projections de A 
sur les génératrices rectilignes passant par B; 2° le lieu des pro- 
jetantes. (Brocard, M., 522.) 

{Mosnatj 90, lai.) 

230. On donne deux droites rectangulaires AB et CD, non 
situées dans un même plan; soit AG leur plus courte distance. 
Une droite s'appuie sur AB et CD en interceptant des segments 
égaux à partir de A et C. Déterminer la courbe d'intersection 
de la surface engendrée par cette droite avec la sphère décrite 
sur AC comme diamètre. (Brocard, M., 751.) 

{Mandart, 92, 210.) 

231. Trouver la surface engendrée par une droite s'appuyant 
constamment sur l'axe OZ, sur la droite a? = i , ^ = i , et sur le 
cercle -2=0, ^*4-j'=:R'. Étudier les sections faites dans la 
surface par des plans parallèles aux plans de coordonnées, et 
particulièrement par le plan 5 = A; les sections obtenues dans 
ce dernier cas sont des conchoïdes de Nicomède. On propose de 
le démontrer géométriquement. (De Longchamps, J. M., 255.) 

{Bonvalet, 81, Sjô.) 

232. On donne : 1° dans le plan des zx une droite parallèle à 
Taxe O^; 2^ dans le plan des zy une droite parallèle à l'axe 
des/, et ne rencontrant pas l'axe des z au même point que la 
précédente. D'un point pris dans le plan a?0/, on, abaisse des 
perpendiculaires sur ces deux droites, et l'on joint leurs pieds 
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par une ligne droite. On demande l'équation de la surface 
engendrée par cette droite quand le point du plan xy se meut 
sur une courbe /(^, y) = o. 

Appliquer la solution au cas où /(^, j) = o est une ligne 
droite, et dans ce cas étudier la nature et les propriétés de la 
surface obtenue. (J. M., 372.) 

{Baron, J. S., 82, 69.) 

233. On donne un cercle G; par un point A de ce cercle, on 
élève une perpendiculaire AB à son plan. On mène une sécante 
AM qui coupe le cercle en M; sur AB, de part et d'autre de A, 
on prend AP = AP' = AM ; on mène les lignes MP et MP' et Ton 
demande : 

i^ Le lieu des droites MP et MP' quand le point M décrit le 
cercle. Sections planes parallèles au plan du cercle. 

2° Par chaque point P de la droite AB il passe deux généra- 
trices PM et PM' de la surface. Le plan de ces génératrices 
coupe la surface suivant une conique dont on demande Féqua- 
tiori, le lieu des foyers, des centres et des sommets. (J. S., 19.) 

(Devin, 8?, 229.) 

234. Soient Oœ, Oy deux droites, P un plan perpendiculaire 
à O^ au point O. Dans Iç plan P, on mène une droite ON et 
dans le plan NOj une droite OM telle que 

sinMQN _ 
sinNOj "■ ' 

trouver le lieu géométrique de la droite OM lorsque la droite ON 
tourne autour du point O dans le plan P. (L. Lévy, J. S., 119.) 

(Martin, 88, 262.) 

235. Etant donnée une ellipse, on peut adjoindre à tout point/ 
du segmetit FF' des foyers une droite d extérieure au plan de la 
courbe et parallèle au petit axe, telle qu'il existe un rapport 
constant entre les distances d'un point quelconque de l'ellipse 
au point /et à la droite d. La droite d engendre un cylindre 

v. — G. an. 3 dim, 5 
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dont la section droite est une courbe semblable à l'ellipse 
donnée. 
Trouver le théorème analogue pour l'hyperbole et la parabole. 

(Neuberg, J. s., 216.) 
{Leinekugelj 90, 206.) 

Lieux de courbes. 

236. Une droite de longueur constante se mouvant entre deux 
droites fixes données dans l'espace, chaque point de la droite 
mobile décrit une ellipse ; toutes les ellipses sont dans des plans 
parallèles; leurs centres sont sur la plus courte distance entre 
les droites fixes ; le lieu des ellipses est une surface du quatrième 
degré; la droite mobile tourne à chaque instant autour d'une 
droite de direction constante, perpendiculaire aux deux plans 
parallèles déterminés par les droites fixes. (N. A., 119.) 

( Fauquelin, 46, 36i.) 

237. Établir, au moyen du théorème précédent, la théorie de 
l'axe instantané de rotation d'un corps solide, se mouvant dans 
l'espace d'une manière quelconque. (N, A., 120.) 

{Terquem, 46, 365.) 

238. Trouver l'équation de la surface qui est le lieu des 

courbes de contact des cônes ayant un point fixe pour sommet 

et circonscrits aux ellipsoïdes d'un système homofocal donné. 

(Strebor, n. a., 691.) 
(Grassat, 65, 365.) 

239. La surface, lieu des sections circulaires diamétrales des 
ellipsoïdes appartenant à un système homofocal, coupe les ellip- 
soïdes orthogonalement. (Strebor, N. A., 700.) 

(Picart, 64, 532; 65, lai; 68, 118.) 

24.0. Sur la surface lieu des sections circulaires diamétrales 
des ellipsoïdes d'un système homofocal, les trajectoires ortho- 
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gonales de ces cercles sont des courbes dont chacune est une 
ligne de courbure commune à deux hyperboloïdes homofocaux 
avec les ellipsoïdes. (Strebor, N. A., 719, 726.) 

{Durrande, 65, iai5.) 

'SM, On considère un hyperboloïde à deux nappes et un point 
de rhyperbole focale de cette surface ; on construit les différents 
cônes ayant pour sommet ce point et pour bases les sections cir- 
culaires de rhyperboloïde : trouver le lieu formé par les focales 
de ces cônes. (Làguerre, N. A., 891.) 

242. Une surface est engendrée par une circonférence va- 
riable, dont le plan est parallèle au plan représenté par ^h- j=io, 
et qui s'appuie sur les axes des j?, des y et sur la droite dont les 
équations sont j zzr a?, ^ = c. Trouver Téquation de la surface et 
le volume compris entre l'origine et le plan qui a pour équation 
X -hy = c. (ToDHUNTER, N. C, 306; M., 576.) 

(Choisis, M., 89, 262.) 

243. Étant donnés trois grands cercles d'une sphère ABA'B', 

ACA'C, BCB'C, perpendiculaires deux à deux, et la cissoïde 

qui, située dans le plan ABA'B', a son point de rebrous- 

sement en A et pour asymptote la tangente menée par A' au 

cercle ABA'B', on construit des ellipses ayant pour axes les 

cordes de la cissoïde et du cercle ACA'C, perpendiculaires en 

un même point du diamètre AA'. Démontrer : i« que la surface 

engendrée par ces ellipses limite, avec le plan tangent en A' à la 

sphère, un volume double de celui de la sphère; 2° que la partie 

de cette surface qui est comprise entre A et le cercle BCB'C 

divise Thémisphère ABGB'C en deux volumes équivalents. 

(Petit-Bois, m., 301.) 
{Derousseau, 84, 229.) 

244. Un ellipsoïde se déplace parallèlement à lui-même, et 
son centre décrit un cercle fixe. Trouver le lieu des courbes de 
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contact des cylindres circonscrits à Tellipsoïde, parallèlement à 
une direction fixe. (Brocard, M., 566.) 
(Stuyvaert, 89, 98.) 

2k6. Étudier la surface lieu des circonférences de contact des 

cônes circonscrits à des sphères égales, les centres de ces sphères 

étant sur une droite fixe et les cônes ayant même sommet. 

(Brocard, M., 678.) 
{Denys, 91, 99.) 



ENVELOPPES. 



Enveloppes de plans. 

246. On projette orthogonalement un point d'un ellipsoïde 
sur ses trois plans principaux; trouver Tenveloppe du plan qui 
passe par les trois points. 

Même question pour les deux hyperboloïdes. (N. A., 4-02.) 
(Chanson, Challiot, 58, ii5, 43o.) 

247. Sur les longueurs OA, OB, OC, données dans Fespace, 
on prend respectivement les points a, b^ c; les rapports -r—j 

J\.Cl 

Ce 

-r— sont donnés. Trouver : i» l'enveloppe du plan abc, 2® le lieu 

A.tt 

du centre de gravité du triangle abc. (N. A., 435.) 
(Cremona, 59, 199-) 

248.. Par un point Jiœe A pris sur l'intersection de deux plans 
fixes, on mène dans un de ces plans une droite variable, et dans 
le second plan, par le même point A, une droite perpendiculaire 
à la première droite; puis, toujours par le point A, une troisième 
droite perpendiculaire aux deux premières; démontrer que l'en- 
veloppe du plan des deux premières droites est un cône du 
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second degré; et de même la surface décrite par la troisième 
droite. 

Application à la sphère de centre A. 

(Mac-Gullagh, Cayley, N. A., 4.66.) 

{Terquem, 59, 2o5; 70, 281.) 

249. Quelle est Tenveloppe du plan mené perpendiculairement 
à l'extrémité du diamètre d'un ellipsoïde, lorsque cette extré- 
mité décrit une circonférence? (Catalan, N. A., 747.) 

{Durantorij 66, iSg.) 

*250. On donne quatre surfaces fixes du second ordre passant 
par une même courbe gauche du quatrième ordre, ayant un 
point double de rebroussement : 

i*> Un point M se meut sur Tune d'elles; trouver Je lieu du 
point de rencontre des plans polaires du point M par rapport à 
chacune des trois autres surfaces. 

2° Un plan P touche l'une d'elles; trouver l'enveloppe du 
plan passant par les pôles du plan P relatifs à chacune des trois 
autres surfaces. 

Dans le premier cas, on a un système de rayons ou, d'après une 
locution connue, une congruence dont il faut étudier les pro- 
priétés. (Painvin, n. a., 1042.) 

251. On demande : 1° quel est le lieu du sommet d'un angle 

droit dont chacun des côtés rencontre deux droites données; 

Q° quelle est l'enveloppe du plan de cet angle droit. 

( Mannheim, n. a., 1083.) 
(Genty, 73, 332.) 

252. Trouver l'enveloppe d'un plan passant par les extrémités 
de trois diamètres conjugués d'un ellipsoïde. Montrer que ce 
lieu est le même que celui du centre de la section faite dans la 
surface par le plan variable. (Gknty, N. A., 1241.) 

(Chambon, 78, i33.) 
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*253. Un dièdre droit se meut de façon qu'une de ses faces 
passe par une droite D et que son arête décrive un plan Q. L'en- 
veloppe de la seconde face est un cône du second degré ayant 
pour focales la droite D et une perpendiculaire au plan Q. 

(Mennesson, N. g., 428.) 

254. Par une courbe plane fermée, on fait passer un cj'^lindre 
que l'on termine à une section droite telle que le volume du 
cylindre compris entre cette section et la première courbe ait 
un volume donné. Démontrer que le plan de la section droite 
enveloppe un paraboloïde de révolution. (Boubals, M., 367.) 

[Jamet, 87, 194 (*)] 

*25o. Étant données trois droites dans l'espace, il n'est pas, en 
général, possible de construire un triangle ayant ses sommets 
respectivement sur les droites données, et tel que chacun de ses 
côtés soit orthogonal à la droite passant par le sommet opposé. 
Faire voir que, dans le cas où le problème est possible, il est 
indéterminé et trouver alors le lieu du centre de gravité du 
triangle et l'enveloppe de son plan. ( J. S., 163.) 

256. Étant données trois droites a, 6, c parallèles à un même 
plan, on considère tous les triangles ABC dont les sommets sont 
situés sur ces droites et qui ont même centre de gravité G. 
Démontrer que les côtés de ces triangles sont les génératrices 
de trois paraboloïdes et que les plans ABG enveloppent un cône 
de second ordre. (Neuberg, J. S. 271.) 

{Leinekugelf 90, 22; 91,259.) 



Autres enveloppes. 

"257. Un ellipsoïde de grandeur donnée est tangent aux trois 
faces d'un angle trièdre trirectangle. Trouver la courbe qui 

(*) Généralisation. 
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limite la position possible d'un point de contact sur une des 
faces. (Lemoine, N. A., 909.) 

258. Trouver l'enveloppe d'une sphère tangente à une sur- 
face du second degré donnée, et coupant orthogonalement une 
sphère également donnée. (Pellet, N. A., 1126.) 

{Bourguet, 75, 81.) 

259. Trouver l'enveloppe d'une sphère qui coupe orthogona- 
lement une sphère fixe donnée et qui demeure tangente à un 
système de trois diamètres conjugués d'une surface à centre du 
second degré, également donnée. (Hioux, N. A., 1210.) 

{Hioux, 77, 523; 81, 276.) 

260. Étant donnés cinq points dans l'espace et un plan, on de- 
mande : 

1° Le lieu décrit par les sommets des cônes qui passent par 

les cinq points et sont tangents au plan; 

2** L'enveloppe de leurs génératrices de contact avec le plan. 

(Genty, N. A.,1285.) 
{Kœnigs, 83, 3oi.) 

*261 . Etant donné un ellipsoïde, on décrit la sphère qui passe 
par les extrémités A, B, G de trois rayons conjugués et qui a 
son centre dans le plan ABC ; trouver : 

I® Le lieu du centre de la sphère; 

2^ L'enveloppe de cette sphère. (Barbarin, N. A., 1321.) 

*262. Un ellipsoïde de révolution se déplace en touchant les 
trois faces d'un trièdre trirectangle. De quelle nature est la 
courbe qui, sur chaque face, limite les positions du point de 
contact de l'ellipsoïde et du plan? (*). 

(Brocard, N. G., 161, M., 353.) 

(*) La même question, étendue à un ellipsoïde quelconque, a été pro- 
posée, il y a une trentaine d'années, par M. Yvon Villarceau. Je crois 
qu'elle est restée sans solution. {Note de M. Catalan.) 

Voir ci-dessus, n" 257. 
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263. Un paraboloïde de révolution est tangent aux trois 

faces d'un trièdre trirectangle. Quelle est la courbe qui, sur 

chaque face, limite les positions du point de contact (^)? 

(Brocard, M., 53.) 
(Pelletreau, 83, 221.) 

264-. On donne, en coordonnées rectangulaires, Fellipsoïde 
représenté par Téquation 

a?2 y^ Z^ 
a^ b^ c* 

1° Trouver le complexe des cordes divisées en parties égales 
par le plan des xy ; 

2^ Cône formé par celles de ces droites qui passent par un 
point P. Lieu du point P tel que ce cône soit de révolution; 

3° Enveloppe de celles de ces droites qui sont dans le plan 
représenté par Téquation 

4® L'enveloppe est une conique K. Lorsque D varie, on a une 

infinité de coniques. Lieu de leurs sommets et de leurs foyers 

en supposant 

A = B = G = i, 

a = b. (Amigues, J. s., 254.) 

*265. On considère deux coniques S, S', situées sur une même 
surface du second ordre, un plan P et un cône passant con- 
stamment par la conique S', son sommet décrivant la conique S. 
La trace de chacun de ces cônes, sur le plan P, est une conique R 
dont on demande l'enveloppe. (Leinekugel, J. S., 270.) 

(*) La question analogue, pour un ellipsoïde quelconque, a été posée 
depuis longtemps. Elle est restée sans réponse. 

(^Note de M. Neuberg.) 
Voir ci-dessus, n° 257. 
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COURBES ET SURFACES. 



COURBES ET SURFACES ALGÉBRIQUES. 



Courbes gauches. 

266. La courbe à double courbure du quatrième ordre pro- 
venant de rintersection de deux cônes de révolution dont les 
axes sont parallèles est telle, que la somme des distances de cha- 
cun de ses points aux sommets des deux cônes multipliée res- 
pectivement par des constantes est constante; cette courbe, ainsi 
que les ovales de Descartes, a un troisième foyer. 

(Chasles, N. a., 318.) 
{F, Lucas, 56, i57.) 

267. L'arête de rebroussement de la surface développable cir- 
conscrite à deux surfaces homofocales du second ordre a pour 
projections, sur les trois plans principaux des deux surfaces, les 
développées des courbes focales. (Moutard, N. A., 697.) 

{Cornu, 65, 121.) 

*268. Étant donnés un point quelconque o, et la courbe d'in- 
tersection d'une sphère et d'une surface du second ordre, le 
cône qui a pour sommet le point o et pour directrice la courbe 
donnée coupe la sphère suivant une deuxième courbe située, 
comme la première, sur une infinité de surfaces du second ordre. 
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Cela posé, on demande de démontrer que les axes de chacune 
de ces nouvelles surfaces sont parallèles aux normales que Ton 
peut mener en o aux trois anallagmatiques du quatrième 
ordre passant par ce point, qui ont pour focale la courbe 
donnée. (Moutard, N. A., 724..) 

*269. Soit une courbe gauche du quatrième ordre résultant 
de rintersection de deux surfaces du second degré. 11 existe sur 
une telle courbe seize points où la torsion est nulle; si, par trois 
quelconques de ces points, on mène un plan, de deux choses 
Tune : ou ce plan passera par Tun des treize autres, ou il tou- 
chera la courbe en Tun des trois points choisis. 

(Laguerre, N. a., 848.) 

*270. Si Ton coupe un tore, ou plus généralement une cyclide, 
par une série de sphères ayant pour centre un point fixe doané, 
toutes les courbes d'intersection ainsi obtenues peuvent être 
placées sur un même cône du deuxième degré. 

(Laguerre, N. A., 893.) 

271. On donne une courbe gauche résultant de Tinterseclion 
de deux surfaces du second degré ayant mêmes plans de symé- 
trie; par deux points pris sur cette courbe on mèue les plans 
normaux. Les milieux des trois segments, interceptés sur cha- 
cun des axes de symétrie entre les deux plans normaux et le 
point milieu de la corde qui joint les deux points de la 
courbe, sont dans un même plan, et ce plan est perpendiculaire 
à la corde. (Laguerre, N. A., 974.) 

{E sparte t y 72, 46 1.) 

*272. Déterminer le nombre des sécantes communes à deux 
cubiques gauches. (R. Sturm, N. C, 237.) 

*273. Une courbe gauche, d'ordre /i, possède 
normales doubles. (Em. Weyr, N. G., 240.) 
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*274'. Une courbe gauche, d'ordre /i, donne lieu à 2/i — 2 nor- 
males passant par un point quelconque (*). 

(Em. Weyr, N. C, 334.) 

*275. Démontrer que la courbe représentée par les équations 
a? = ces a( 3 ces M -h 2), j' = 5 sina cosa, 
^ = sina(25 cos^ u — i) 
a la forme d'un nœud inextricable. (Hoppe, N. C, 537.) 

276. On considère une surface du second degré et une courbe 
gauche du troisième degré passant au centre de la surface et 
ayant pour directions asymptotiques les axes de cette surface. 
Faire voir que les normales à la surface aux six points où elle 
est coupée par la courbe gauche appartiennent à un même 
hyperboloïde. (Kcenigs, J. S., 22.) 

(Kœnigs, 86, 36.) 

Surfaces déterminées par des équations. 

277. Discuter complètement la surface du troisième degré 
zy^-^Bxy-\-Qx'i-^Dy-\-Ex-\-¥ =0. (Terquem, N. A., 94.) 

{Brocard, 75, ^i^.) 

278. Discuter la surface donnée par l'équation polaire 

p3[3sin26cos2<^ +v(n- (Ji)sin2ô — 1] = jxa^^ 

surface à centre; trouver les longueurs des trois axes; démontrer 
qu'aux valeurs 



^o, 



=v^ 



2 ^ ' ^ \ 2-f-v(l-h fx) 



(*) M. Saltel (78, 120) affirme que cet énoncé est inexact, et que le 
nombre des normales menées d'un point donné à la courbe d'intersection 
de deux surfaces, les plus générales, d'ordres m,, m, est m, m,(m,H- w, — i). 
La question mérite assurément d'être encore étudiée. 
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répond un point singulier de la surface, tel que le système de 
plans tangents qu'on peut mener par ce point forme un cône du 
second degré qui devient de révolution lorsque v =0 (*). 

(Roche, N. A., 537.) 
{Darboux, 61, 458.) 

279. 1° La surface représentée par le système des trois équa- 
tions 

_ c^^b^ RR' 
^'^ bc R-HlV' 

^ /c» — A« RV6^— R« 
^ l R-t-R' ' 

^~ c R-i-R' 

est une cyclide; R, R' sont les rayons de courbure de la surface 
au point x^ y^ z. 

2° Supposons qu'une famille de courbes situées sur cette 
cyclide soit représentée par l'équation différentielle 

pdR-^ q dR' = o ; 

les courbes, coupant orthogonalement celles du système donné, 
seront représentées par l'équation 

dR dR' 



pR{b^—R^) ^R'(R'2 — c*) 

3° L'équation en coordonnées elliptiques de la cyclide dont il 
s'agit est 

p 4- fjL -h V = o. (Strebor, N. a., 619.) 
(Colot, 65, 169.) 

280. Démontrer que : i*» les surfaces représentées par les 
équations 

X^ yî ^2 ûj2 gS yi 

1_ t— _i_ = T L_ il I L_ T 

ai^ b^^ c2 ' x^ y^ z^ 

( * ) Extrait d'un Mémoire de haute importance sur les atmosphères pla- 
nétaires, et particulièrement sur les atmosphères cométaires. 

{Note de la Rédaction.) 
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admettent huit points de contact, si la condition 

« P Y 
abc 

est remplie; 2® si l'on mène, en ces points, les plans tangents, 
on détermine un corps dont les faces opposées sont semblables 
et parallèles, et dont le volume a pour expression 

3. 

4 {abcY_ . (XooHjjj^TER, N. C, 304.) 

(«Pï)'^ 
(Bomhled, 79, 53.) 

*281. Prouver que les foyers de toutes les sections centrales 
de la surface représentée par 

se trouvent sur la surface dont l'équation est 

_ (c — b)^y^z^ -h (g — cyx^-z^-h(b — a^x^y^ 
~ a{c — bfy^z^ -^b{a — c^x^-z'^ -i- c{b — a)^x^y^ ' 

(TODHUNTER, N. C, 305.) 

*282. Démontrer que la surface de révolution représentée par 
les équations 

a? = cosacos2(', y = cosu sin'n>j 

z = sina(cost^ — cosMsinp) 

n'a qu'une seule face; c'est-à-dire qu'en cheminant sur cette 
surface, d'une manière continue, on peut, d'un point quelconque, 
aller à un autre point quelconque : par exemple, on peut passer 
du point a au point b situé sur l'autre face de la portion de sur- 
face considérée (*). (Hoppe, N. C, 538.) 

(») Voir Cremona, 80, 228, 263. 
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*283. Discuter la surface représentée par l'équation 

ar* — y^ — z^-h ^xy^z — ix'^z^ 

-+-aa'C7«-+- ixz) — ^a{x^ -\- z'^)y — a* = o. 

(Catalan, J. S., 120.) 

*284'. Discuter la surface représentée par 

2^(^ — i)(a?-4-7)(a?H-i)(7-i-i) = o(»). (Catalan, J. S., 200.) 

Surfaces de génération géométrique. 

285. Tout plan, doublement tangent à la surface engendrée 
par une conique tournant autour d'une droite située dans son 
plan, la coupe suivant deux coniques dont les projections, sur 
un plan perpendiculaire à Taxe de rotation, ont un foyer com- 
mun au pied de Taxe. (Moutard, N. A., 4-97.) 

(Kessler, 61, 276; 64, 36.) 

286,. La surface de révolution engendrée par une ellipse de 
Cassini tournant autour de son axe non focal est coupée par un 
plan bitangent suivant deux cercles. 

En général, si Ton coupe le tore par un plan parallèle à Taxe 

du tore, la surface engendrée par la révolution de la section 

plane ainsi obtenue autour de son axe (parallèle à celui du tore) 

sera coupée par un plan bitangent suivant deux cercles. 

(Darboux, N. a., 751.) 
{A, Lévy, 67, 78.) 

*287. On donne deux surfaces du second degré homofocales, A 
et B, et un plan fixe P. Par une droite quelconque D du plan P, 
on mène des plans tangents aux deux surfaces A et B. En joi- 
gnant deux à deux les points de contact qui ne se trouvent pas 

( *) Cette surface, située de la même manière relativement aux trois plans 
coordonnés, admet /i^u/ droites au moins. En outre, elle admet une circon- 
férence imaginaire, etc. 
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sur la même surface, on obtiendra quatre droites. Lorsque la 
droite D se déplace d'une façon quelconque dans le plan P, 
toutes les droites ainsi obtenues sont normales à une même sur- 
face, qui est une anallagmatique de quatrième ordre. 

De quelle façon doit se déplacer la droite D dans le plan P, 
pour que les droites correspondantes forment une surface déve- 
loppable? (Laguerre, N. A., 846.) 

*288. Une sphère variable coupe le plan d'une conique sui- 
vant un cercle une; la développable circonscrite à cette sphère 
et à la conique a trois lignes doubles, outre la conique fixe. 
Chacune de ces lignes doubles, qui est une conique, décrit, 
lorsque la sphère varie, une surface du second degré ayant pour 
focale la conique donnée (*). (Laguerre, N. A., 892.) 

289. En un point M d'un tore, on mène une droite MT située 
dans le plan tangent. Soient a et 6 les points où cette droite 
coupe la surface; menons les deux sphères qui, passant par M, 
louchent la surface aux points a et b. Désignons par a et p les 
centres de ces sphères, et par I le point milieu du segment ap. 

Cela posé, si, par le point M, nous menons une droite paral- 
lèle à la droite qui joint le point I au centre du tore, dirigée 
dans le même sens et de longueur double, le point extrême de 
cette droite est le centre de courbure de la section faite dans le 
tore par le plan normal passant par MT. 

(Laguerre, N. A., 1057.) 
{Doucet, 73, 47©.) 

290. Considérons le cône circonscrit à une surface du troi- 
sième ordre à quatre nœuds S (^), et ayant pour sommet un 

(*) M. Chasles a démontré que les trois coniques doubles dont il s'agit 
sont sur trois surfaces homofocales. ( Note de la Rédaction.) 

(») Cette surface est la réciproque de la surface romaine de Steiner. 
Son équation peut se mettre sous la forme 

A B C D 

- H 1 h — =0. 

X y z u 

(Note de la Rédaction.) 
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point M de celle surface; ce cône se décompose en deux cônes 
du second degré, donl chacun louche S le long d'une cubique 
gauche. Les surfaces développables, dont ces cubiques sont les 
aréies de rebroussement, coupent S suivant les deux lignes 
asymplotiques qui se croisent au point M. 

(Laguerrb, N. a., 1154.) 
(Gambey, 76, 5i6.) 

Autres questions sur les surfaces algébriques. 

291. Trouver Téquation d'une surface algébrique sur laquelle 
on ne puisse tracer qu'une seule et unique droite. (N. A., 31.) 

(Roche, Breton de Champ, 42, 474» ^9» 6i, i3o.) 

292. Si d'un point situé sur une surface algébrique de de- 
gré m, on abaisse des perpendiculaires sur un système de plans 
fixes, le lieu géométrique des points de moyenne distance des 
pieds des perpendiculaires est une surface algébrique du même 
degrém(»). (N. A., 34..) 

(Jullien, Brisse, b2j 8o; 78, Sg.) 

293. Si d'un point situé sur une surface algébrique du 
degré m, on abaisse des perpendiculaires sur un système de 
n droites, le centre de moyenne distance des pieds des perpen- 
diculaires est sur une surface aussi de degré m; si le point est 
sur une ligne d'intersection de deux surfaces des degrés m et /?, 
le centre de moyenne dislance des pieds des perpendiculaires 
est aussi sur l'intersection de deux surfaces des mêmes degrés, 
m et p. (N. A., 60.) 

{Jullien, 52, 8o.) 

294^. Trouver une surface algébrique sur laquelle on ne puisse 
tracer qu'une seule et unique circonférence. (N. A., 54.) 

{Roche, 43, 3;.) 
(») Voir la question suivante. 
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295. abcd^ ABCD étant deux tétraèdres, les six sommets b^ c, 
dy B, G, D sont fixes; on a Ja relation 

ab ac ad 

IB = ÂG = ÂD = *="""• 

Si le sommet a décrit une surface algébrique de degré pair, 

et divisée parle plan bcden deux parties égales et symétriques, 

le sommet A décrit une surface de même degré. 

(Jacobi, N. a., 171.) 
(P, Serret, 48, loi.) 

296. u^io est Téquation rendue homogène d'une surface de 

degré m entre quatre variables. Lorsque le déterminant de la 

fonction est identiquement nul, l'équation représente un cône. 

(Hessb, N. a., 286.) 
(Faure, Brioschi, 54, 898, \oi.) 

297. Sur toute surface du troisième degré, ou peut trouver 
vingt-sept droites. (N. A., 376.) 

{De JonquièreSy 59, 129) 

*298. Par un point pris arbitrairement dans l'espace, on peut, 

. . 1 mp(m — j)(p — i) , . , , 

en gênerai, mener — droites, dont chacune ren- 
contre en deux points la ligne à double courbure résultant de 
l'intersection de deux surfaces algébriques d'ordre m et/?; toutes 
ces droites sont sur un cône d'ordre (m — \){p — i). 

Il suit de là que, la perspective de l'intersection de deu\ sur- 

mp(m — 0(/> — i) . 11, . , 

faces d ordre m et p a —^ points doubles situes 

2 

sur une courbe d'ordre (m — i )(/? — i). 

(Moutard, N. A., 4.96.) 

299. Cl, Cj, C3 sont trois cônes de même degré ayant leurs 
trois sommets sur la même droite; Cj coupe Cj suivant une 
courbe plane, Gj coupe G3 suivant une coxxvhQ plane y Ci et C2 
V. — G. an. 3 dim, 6 
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se couperont aussi suivant une courbe />/a/ie, et les trois plans 
passent par la même droite. (Steiner, N. A., 556.) 

{Busco, 66, i»73, 276.) 

*300. Théorème concernant les surfaces d'un ordre quel- 
conque (à démontrer par des considérations de pure Géométrie) : 

Parmi les surfaces de degré n qui forment un faisceau donné, 
il y en a, en général ('), 

m[(/?n- 2/1 — 3)* — (/i — i)(/i — am — 3)] 

qui touchent une surface donnée du degré m. 

Par exemple, dans un faisceau de surfaces du degré n, il y en 
a 3(/i — i)* qui touchent un plan donné. 

(De Jonquières, N. A., 64.3.) 

301. Les points milieux des vingt-huit droites, qui joignent 
deux à deux les centres des huit sphères inscrites dans un 
tétraèdre quelconque, sont sur une même surface du troisième 
ordre qui contient toutes les arêtes du tétraèdre. 

(Beltrami, n. a., 663.) 

[Picquet, Cornu, 64, 226, 367; 66, 317 (*).] 

302. La surface développable qui a pour arête de rebrousse- 
ment une courbe gauche unicursale, d'ordre n, est, elle-même, 
d'ordre a/i — 2. Le nombre de plans tangents menés à cette 
surface, d'un point de l'espace, est 3(n — 2). 

(Jamet,N. C.,4.07.) 



{*) En général, c'est-à-dire si la surface S,^ n'a ni ligne nodale, ni ligne 
•de rebroussement, etc. 
(•) Généralisation. 
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Courbes. 



*303. Soient 



Irti rr -H a^y -4- a%z -h a^ w = o 
61 rr -h h^ -h h^z -h 64 w = o 
c^x -H Cty -H c^z -+-C4W =0 



ou 
ou 
ou 



A =0, 
B =0, 
C =0 



les équations de trois plans. 

Si les coefficients ai, ^j, Cj, aj, 6,, Cj, ... sont des fonctions 
d'un paramètre variable f, le plan d'intersection de ces trois 
plans décrira une courbe. 

Démontrer que le plan osculateur de cette courbe au point 
A=io, Bzro, G = oa pour équation 



A 


B 


G 




















a' 


b" 


c" 


ia\ 


ih\ 


^c\ 
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b. 


Cl 


<^\ 
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'i'Ci\ 
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aj 


b. 
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^3 
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o.h\ 


2C'3 
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ia\ 


1h\ 


1C\ 


«* 


b. 


C* 












= 0; 



A, B, C sont définis par les équations (i); a\, b\y c\, . . ., a\, 
b\y c\y ... sont les dérivées premières et les dérivées secondes 
des coefficients a,, ^1, Ci, ... par rapport à L 

(Genty, N. a., 1206.) 

305^. Trouver les trajectoires orthogonales d'une sphère de 

rayon constant dont le centre parcourt une ligne droite. 

(L. Lévy, N. a., 1607.) 
(Dertouxy 91, 3 1*.) 
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305. Démontrer, par des considérations géométriques et par 
le calcul, que les trajectoires orthogonales d'une sphère de 
rayon constant, dont le centre parcourt une circonférence, sont 
des courbes sphériques. (L. Lévy, N. A., 1608.) 

(DertouT, 91, Sa*.) 

*306. Chercher les courbes telles que les plans polaires de 
leurs points, par rapport à une sphère donnée, passent par les 
centres des sphères osculatrices correspondantes. 

(Gesaro, N. a., 1631.) 

307. I** Discuter la courbe représentée par 

2® Prouver que cette courbe est une hélice caténoïdique. 
3° Prouver que l'ombre de cette hélice, sur un certain plan, 
est une hyperbole équiiatère. (Catalan, N. C, 28.) 

(79, 202.) 

308. Si l'on mène les plans oscuiateurs aux points où une 
hélice est rencontrée par un plan P, tous ces plans rencontrent 
P en un même point M, et si le plan P tourne autour d'une droite, 
le point M décrit une autre droite. (Reye, N. C, 181.) 

(Dewulf, 77, 88.) 

309. En chaque point M d'une courbe à double courbure, il 
existe trois droites formant un trièdre trirectangle; savoir : la 
tangente, la normale principale et la binormale. 

Une droite passant par le point M et liée invariablement à ce 
trièdre n'engendre une surface développable que si elle se con- 
fond avec la tangente, ou si la courbe est une hélice. Dans le 
second cas, une infinité de droites^ passant par le point M et 
liées invariablement au trièdre, engendrent des hélicoïdes déve- 
loppables. Ces droites sont sur un cône du second degré, passant 
par la tangente, et dont les sections circulaires sont dans des 
plans perpendiculaires à cette tangente. (Appell, N. C, 532.) 

(Cesaro, 80, i88.) 
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Surfaces réglées. 

*310. Soit un cylindre circonscrit à une surface de révolu- 
tion; de chaque point de la ligne de contact on abaisse des per- 
pendiculaires sur l'axe; on obtient une surface gauche; circon- 
scrivons à cette surface un second cylindre; coupant les deux 
cylindres par. un plan, la section du second cylindre est la déve- 
loppée de la section du premier cylindre. (Dunesme, N. A., 592.) 

*3ll. Un cylindre étant circonscrit à une surface de révolu- 
tion engendrée par une sinusoïde, la courbe de contact est une 
hélicedont la projection sur un méridien est aussi une sinusoïde 
semblable à la courbe méridienne ; le rapport de similitude est \ ; 
la section du cylindre par un plan est une cycloïde; opérant 
comme dans la question précédente, la courbe de contact sur la 
surface gauche est encore une hélice égale à la première hélice. 

(Dunesme, N. A., 593.) 

312. Deux surfaces gauches ayant une génératrice commune 
sont telles que leurs deux plans tangents communs se coupent 
à angle droit. Démontrer que, pour la génératrice commune, 
le plan central (*) de Tune touche l'autre au point où le plan 
central de celle-ci touche la première. (Mannheim, N. A., 823.) 

{Pellet, 68, 332.) 

313. On circonscrit à une surface de vis à filet carré une sur- 
face développable dont les divers plans tangents sont parallèles 
aux plans tangents à un cône du second degré; la projection de 
la courbe de contact sur un plan perpendiculaire à Taxe de Thé- 
licoïde est une podaire de conique. (Laguerre, N. A., 865.) 

(Wickersheime, 69, i34.) 

314. Lieu des centres de courbure principaux correspondants 
(') Le plan central est le plan tangent au point central. 
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aux points d'une surface gauche qui sont situés sur une généra- 
trice. (Darboux, N. a., 870.) 

{Brocard, 69, 463; 70, 440 

315. En faisant tourner d'un même angle et dans le même 
sens les génératrices d'une surface gauche autour de leur point 
central et dans leur plan central, on obtient une nouvelle sur- 
face gauche qui a la même ligne de striction que la première. 

(FouRET, N. A., 1014.) 
{Pellet, 71, 520.) 

*316. Construire une surface gauche ayant pour ligne de stric- 
tion une courbe donnée et pour cône directeur un cône de révo- 
lution également donné. (Fouret, N. A., 1015.) 

317. Déterminer les sommets et les arêtes d'une surface gauche 

ayant pour ligne de striction une courbe donnée et pour cône 

directeur un cône de révolution également donné. 

(Fouret, N. A., 1016.) 
{Pellety 71, 520.) 

318. On donne un cylindre droit à base circulaire et une hélice 

tracée sur ce cylindre : trouver la longueur d'un arc d'hélice tel 

que les tangentes menées à ses extrémités se rencontrent. 

(DuPAiN, N. A., 1033.) 
(Pellissier, 74, 294.) 

319. Deux surfaces gauches données Sj et S^ ont une généra- 
trice commune A. 

Déterminer leurs points de contact sur A. 

Si restant fixe, on donne à Sj un double mouvement de trans- 
lation parallèlement à A et de rotation autour de cette droite : 
quelle sera la position des points de contact au bout d'un temps 
donné e7 (Dewulf, N. A., 1152.) 

{Moret'Blanc, 76, 36.) 
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•320. Démontrer que les droites joignant le sommet d'un cône 
aux centres des sphères osculatrices d'une trajectoire oblique 
des génératrices sont rencontrées et partagées dans un rapport 
constant par les rectifiantes de la trajectoire. 

(Cesaro, N. a., 1586.) 

*321. Soit B le centre de la sphère osculatrice, en A, à la 
ligne (A). Soit G le centre de la sphère osculatrice, en B, à la 
ligne (B). 

Démontrer que AG engendre une surface développable, et 
chercher les lignes pour lesquelles AG pivote autour d'un point 
fixe. (Çesaro, N. a., 1629.) 

•322. Étudier le complexe des droites D dont les distances à 
deux droites données L et h' ont un rapport constant K. Exa- 
miner en particulier le cas où les droites L et L' se coupent à 
angle droit et celui où ces droites sont parallèles. 

(ScHOUTE, N. A., 1564..) 



Autres questions sur les surfaces en général. 

323. Construire la surface 

cosa? 

e« = . 

cos^ 

(embase népérienne). (Gatalan, N. A., 313.) 

(Dupain, 62, i63.) 

324.. Deux plans P, P' coupant une surface S suivant deux 
courbes I, V, la projection de la courbe I sur le plan P' sera 
tangente à la courbe V aux points où la trace de P sur P' pourra 
couper F, si les coordonnées de ces points satisfont à l'équation 
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déduite de Téquation 

F{x,y, z) = o 

de S, par rapport à trois axes rectangulaires, dont deux, sur les- 
quels on compte j? et/, doivent être dirigés dans le plan P'. 

(La condition D^F^zzo, nécessaire et suffisante pour le con- 
tact dont il s'agit, est remplie pour les surfaces du second ordre 
lorsque P' est un plan principal.) (Dieu, N. A., 319.) 

(Challiot, 57, 385; 58, 82.) 

325. Ecrire l'équation d'un faisceau de surfaces qui passent 
par le point {x' y y\ z') et par l'intersection des deux surfaces 

/(^, r» '5) = o, 

o(x,y, 3)=o. (N. A., 403.) 

{Chanson, Challiot, 58, 117, 191.) 

*326. On donne deux surfaces (S), (S'), la première fixe, 
l'autre se rapprochant in.^éfinîment de celle-ci. D'un point A 
de (S) et dans le plan tangent à cette surface on mène des tan- 
gentes à (S'). Quelle est la limite des positions de ces tangentes 
lorsque (S') tend vers (S), de façon que le point où (S') est tou- 
chée à chaque instant par un plan parallèle au plan tangent 
mené par le point A à (S) décrive une ligne qui coupe cette sur- 
face sous un angle fini? (Ossian Bonnet, N. A., 805.) 

327. Par une droite tangente à une surface quelconque en un 
point M, on mène différents plans sécants; on construit pour 
chacune des sections que ces plans déterminent dans la surface 
la parabole qui suroscule la section au point m ; le lieu des foyers 
de ces paraboles est un cercle. (Lagubrre, N. A., 847.) 

{Doucetj 68, 417.) 

328. Trois points d'une droite décrivent chacun une surface 
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déterminée; tout point M de cette droite décrit en même temps 

une autre surface. Si, pour une position déterminée de la droite, 

on mène les normales aux surfaces décrites par chaque point, 

toutes ces normales appartiennent à un hyperboloïde. 

(Mannheim, N. a., 917.) 
(Fourety 70, 33o.) 

*329. Soient (A) et (A') deux surfaces dont Tune est la trans- 
formée de l'autre par rapport à un pôle O, c'est-à-dire que les 
points correspondants de ces surfaces se trouvent sur une même 
droite passant par le point fixe O. 

On demande de démontrer : 

I** Que dans ce mode de transformation les surfaces liées par 
la relation 

où /est une fonction quelconque des distances 

OM=r, 0M'=/', 

jouissent seules de la propriété que leurs normales aux points 
correspondants se rencontrent en un même point de l'espace; 
comme une des applications, on peut considérer les surfaces 
conchoïdes r — r'= ±: const.; 

2^ Que parmi les transformations définies par la relation géné- 
rale /(r, r') =0, il n'y a que l'homothétie et l'inversion qui 
jouissent de la propriété de faire correspondre les lignes de cour- 
bure des surfaces transformées. (Habich, N. A., 946.) 

330. Trouver une surface (M) telle, qu'abaissant d'un point M 

de (M) une perpendiculaire MP sur un plan (P), et menant par P 

une parallèle PN à la normale en M à (M), les droites ainsi 

obtenues soient normales à une surface. 

(RiBAUGOUR, N. A., 1053.) 
{Pellet, 74, 44o.) 

331. Si deux surfaces S et S se correspondent point par point, 
suivant une loi déterminée, et si o, a, 6, c sont quatre points 
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infiaiment voisins de la première S et o), 2, p, y ^^^ quatre points 
correspondants de la seconde 21, on a les analogies 

ob ti)^ _^ oc ^ wy 



si n 60c * si nfiwY sin coa ' sinywx sinaoô * sinawp 

(RoucHÉ, N. A., 1619.) 

{Genty, 92, 17*.) 

*332. On considère, sur une surface, les courbes enveloppées 
par des plans normaux parallèles à une direction donnée. Si 
ces courbes forment un réseau orthogonal avec celles le long 
desquelles la normale fait un angle constant avec la direction 
donnée, la surface a une série de lignes de courbure situées dans 
des plans perpendiculaires à la susdite direction. 

(L. Lévy, N. a., 1624..) 

*333. Soient M, O les points de contact de deux plans paral- 
lèles, tangents à deux surfaces données (M), (O). La normale 
en O, à la surface (O), et la droite MO déterminent un plan 
qui enveloppe une tioisième surface (C), qu'il touche en un 
point C. Soit ON le rayon MO après sa réflexion sur (O). 
Trouver le plan tangent au lieu du point N. 

Généraliser le résultat en supposant que les plans tangents 
en M, O, à (M), (O) se coupent toujours sur un plan fixe. 

(RiBAucouR, N. C, 527.) 

334^. Soit 

F(^,r)-+-/(«) = o 

Téqualion d'une surface S, F (j?, y) étant une fonction homo- 
gène. Si, à S, on circonscrit un cône, dont le sommet appartienne 
à Taxe Ozy la courbe de contact est plane. 

(Catalan, M., 270.) 
{Cesaro, 78, 45.) 
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NOTES SUR DEUX QUESTIONS DE GÉOMÉTRIE 
ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. 

Au sujet de la question 193 du Volume précédemment publié, 
et qui contient les énoncés relatifs à la Géométrie analytique à 
deux dimensions, nous avons reçu de M. Maurice d'Ocagne une 
lettre dont nous détachons l'extrait suivant : 



Cette question, qui a été publiée dans les Nouvelles Anna/es sous 
le n** 1617, est ainsi énoncée : 

Si les normales à une parabole aux points A, B, G concourent 
en un même point P, et que les normales PA, PB, PC rencon- 
trent la parabole en A', B', G', les cercles décrits sur PA', PB' 
et PC comme diamètres sont tangents respectivement à BG, 
GA, AB. En outre, si a, p, y sont les points de contact corres- 
pondants, les droites A' a, B'p, G' y sont tangentes à la parabole 
e/iA',B',G'. 

Je l'avais obtenue en réduisant au cas de la parabole certaine pro- 
priété, d'ailleurs parfaitement exacte, qui figure dans un de mes 
Mémoires de V American Journal. En opérant cette réduction, je 
commis une erreur dont je ne m'aperçus malheureusement qu'après 
que la question eut été publiée. J'en avisai aussitôt la Rédaction des 
Nouvelles Annales; on s'empressa de me répondre que la rectifica- 
tion serait faite lors de la publication de la solution. Toute personne 
recherchant celte solution se serait, en effet, immédiatement aperçue 
de la modification à introduire dans l'énoncé; en cherchant les équa- 
tions des droites unissant le point A', par exemple, au point de ren- 
contre de BG et du cercle PA', on trouve, au lieu de la tangente A' a 
à la parabole, solution double, cette tangente, solution simple, et 
le diamètre passant par A'. 

J'ai d'ailleurs publié l'énoncé correct de cette propriété dans les 
Nouvelles Annales elles-mêmes (août 1892, p. 829, t. JIJ), où la 
démonstration est en outre donnée. 

Je vous serais bien reconnaissant, dans le prochain Volume de 
y olre Recueil de problèmes, d'insérer, soit une Note rectificative. 
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soit la présente lettre elle-même. C'est, à mon avis, ce qu'il y a de 
mieux à faire pour éviter aux lecteurs les ennuis d'une recherche 
infructueuse. 
Veuillez, etc. 

M. d'Ocagne. 
Paris, 3 novembre 1892. 

Nous ne pouvons que remercier M. d'Ocagne de cette recti- 
fication, que nous insérons ici avec empressement, comme il le 
désire. Son énoncé, avec les modifications qu'il indique, n'en 
constitue pas moins un exercice fort intéressant, malgré la très 
légère erreur commise par lui en effectuant la réduction au cas 
de la parabole, ainsi qu'il l'a indiqué ci-dessus. 



D'autre part, M. Fouret nous adresse, à propos de la question 
n® 398 (Volume précité, p. loi), question publiée dans les Nou- 
velles Annales sous le n° 1109, l'énoncé rectifié que voici : 

Par les sommets d'un triangle pris deux à deux on fait passer 
trois paraboles ayant un point de contact commun et dont les dia- 
mètres passant par ce point rencontrent les côtés correspondants 
du triangle et non leurs prolongements. Les droites qui joignent 
ces points de rencontre aux sommets opposés du triangle con- 
courent en un même point. 



FIN. 
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